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ПРЕДИСЛОВИЕ КО ВТОРОМУ ИЗДАНИЮ. 

Настоящее, второе, издание курса «Уравнений математической 
физики» подверглось значительной переработке по сравнению с пер- 
вым изданием, 

Переработка имела своей целью в основном устранение различных 
неудачных формулировок, исправление кое-каких неточностей или 
неровностей стиля и в отдельных местах затронула существо излагае- 
мых вопросов. 

Наиболее заметные изменения по сравнению с первым изданием 
состоят в значительном упрощении изложения теории кратных инте- 
гралов Лебега, в новом изложении теории интегральных уравнений 
с ядрами, имеющими небольшую особенность, и в более точном 
обосновании метода Фурье. , 

Материал лекции, посвящённой теории интегралов Лебега, по су- 
ществу. не относится к теории уравнений математической физики. 

К тому же в настоящее время имеется ряд изложений теории инте- 
гралов Лебега, на которые можно было бы сослаться. Автор, однако, 
счёл нужным сохранить эту лекцию и в новом издании, в значительно 
упрощённом виде, как для справочных целей, так и потому, что 
с точки зрения автора она содержит новый подход к теории инте- 
гралов Лебега, который может оказаться более доступным для неко- 
торых категорий читателей. 

При чтении книги эту лекцию можно выпустить, если принять на 
веру те результаты, на которые приходится ссылаться в дальнейшем. 

Лекция, посвящённая методу Ритца, исключена из второго изда- 
ния книги. Материал её стоит несколько особняком от остальных 
разделов, и, кроме того, в своем прежнем виде эта лекция не да- 
вала сколько-нибудь полного представления о вариационных методах 
в математической физике. 

При подготовке второго издания автор стремился учесть ценные 
замечания, сделанные ему различными лицами, которым он выражает 
свою признательность. Особенно много весьма существенных указа- 
ний на имевшиеся в книге недостатки было сделано академиком 
В. И. Смирновым, которому автор приносит свою самую горячую 
благодарность. 

С. Соболев



ПРЕДИСЛОВИЕ К ПЕРВОМУ ИЗДАНИЮ. 

Эта книга составлена в результате переработки курса лекций, 

читанного автором в Московском государственном университете 

имени М. В. Ломоносова. Поэтому автор сохранил за отдельными 

лекциями их название. Этим объясняется и подбор материала, кото-» 

рый был ограничен в объёме количеством лекционных часов. 

Автор выражает свою глубокую благодарность акад. В. И. Смир- 

нову, прочитавшему книгу в рукописи, за ряд весьма ценных заме- 

чаний, а также проф. В. В. Степанову за полезные указания. 

С. Соболев



ЛЕКЦИЯ 1. 

ВЫВОДЫ ОСНОВНЫХ УРАВНЕНИЙ. 

Предмет теории уравнений математической физики составляет 
изучение дифференциальных, интегральных и функциональных урав- 
нений, описывающих различные явления природы. Точные рамки 
этой дисциплины, как это обычно бывает, определить довольно трудно. 
Кроме того, большое разнообразие вопросов, относящихся к уравне- 
ниям математической физики, не позволяет охватить их сколько-ни- 
будь полно в университетском курсе. Содержание настоящей книги 
составляет лишь часть обширной теории уравнений математической 

физики. В неё вошло лишь то, что казалось нам наиболее важным 

для первоначального ознакомления с этой теорией. 

Наш курс будет посвящён по преимуществу изучению уравнений 
в частных производных 2-го порядка с одной неизвестной функцией, 
в частности волнового уравнения, уравнения Лапласа и уравнения 
теплопередачи, обычно называемых классическими уравнениями мате- 
матической физики. 

Попутно мы разовьём необходимую теорию смежных вопросов. 

$ 1. Формула Остроградского. 

Прежде чем переходить к выводу тех уравнений математической 
физики, которыми мы будем в дальнейшем заниматься, напомним одну 
формулу интегрального исчисления, касающуюся преобразования 
поверхностных интегралов в объёмные. _ 

Пусть Р(х, у, =), Q(x, y, 2) u R(x, y, 2)—Tpn функции пере- 
менных х, у, 2, заданные в некоторой области 2) и имеющие в ней 
непрерывные производные первого порядка по х, у и 2. 

Рассмотрим в D некоторую замкнутую поверхность $, которая 
состоит из конечного числа кусков с непрерывно меняющейся на них 
касательной плоскостью. 

Такую поверхность называют кусочно-гладкой. Мы будем, кроме 
того, предполагать, что прямые, параллельные координатным осям, 
встречают её либо в конечном числе точек, либо имеют общим це- 
лый отрезок.



10 выводы Основных УРАВНЕНИЙ (mt. 1 

Рассмотрим интеграл 

| | [Pcos (nx) + Qcos(ny)-+ Rcos(nz)] dS, (1. 1) 

5 

где через соз(пх), соз(пу) и со$(иг) обозначены косинусы углов, 
составленных внутренней нормалью к поверхности $ с осями коор- 
динат, а 45 — положительный элемент поверхности. Пользуясь вектор- 
ными обозначениями, мы можем считать Р, ©, К компонентами неко- 
торого вектора, который обозначим одной буквой Т. Тогда 

P cos (nx) +- Qcos (ay) + К соз (иг) = Т. 

где Т,-— проекция вектора 7 на направление внутренней нормали. 
Классическая теорема интегрального исчисления позволяет перейти 

от поверхностного интеграла (1.1) к объёмному, распространённому 
на область [), ограниченную поверхностью $, удовлетворяющей пере- 
численным выше ограничениям. Мы будем иметь: 

| [P cos (nx) + © соз (пу) -- Ю соз (и=)] 4$ = | 
F | 

__ oP oO , OR 

——\\\(GE+ B+ Bax ay ae 
D 

или в векторных обозначениях 

ff T, aS =— { { { div T do, (I. 2) 
S D 

где 49 обозначает ae a a 

div T= 5 Se oe cK (I. 3) 

(знак ЧУ читается «расходимость»). 
Приведённая нами формула справедлива в более общих предпо- 

ложениях относительно $. В частности, формула (1. 2) имеет место 
для любой кусочно-гладкой поверхности ©, ограничивающей некото- 
рую область О. . 

В дальнейшем, если не будет сделано оговорок, под словом 
«поверхность» мы будем понимать кусочно-гладкую поверхность. 

Из формулы (1.2) вытекает важное следствие. 
Лемма 1. //усть Е — непрерывная функция, заданная в неко- 

порой области трёхмерного евклидова пространства. Для того 
чтобы для любой замкнутой поверхности 5, проведённой внутри 
области задания ввкторной функции Т и ограничивающей область 9, 
имело место равенство 

ГГ т, 8— [Г] ешо, _ (.4) 
8 8
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необходилю и достаточно, чтобы имело место равенство 

div T + Е =0. 

Применяя формулу (Г.2), равенство (1.4) можно привести к виду 

{ff Gv 7+ Fyav=0. 

После этого достаточность условия леммы становится очевидной. Уста- 
‘новим его необходимость. В самом деле, если бы в некоторой точке A, 
и тем самым в силу непрерывности и в её окрестности, функция 

41 Т-- Е была бы отлична от нуля, например положительна, то 
интеграл 

fff (div T-- F) dv 

распространённый по малой области « вокруг 4, был бы не равен 
нулю и левая часть (1.4) была бы также отлична от нуля. Следова- 
тельно, наше предположение противоречит условию. Необходимость 
равенства 

доказана. 
Точно таким же образом может быть доказана аналогичная лемма 

для двумерной области, лежащей на плоскости. 

$ 2. Уравнение колебаний струны. 

Рассмотрим струну, натянутую между двумя точками. Струной 
называют твёрдое тело, в котором длина значительно превосходит 
остальные размеры. Сила натяжения, действующая на это тело, пред- 
полагается значительной. Поэтому 
его сопротивлением при изгиба- и 

нии можно пренебречь по сравне- Г 
нию с натяжением. 

Пусть направление этой стру- 
ны совпадает в состоянии покоя 

    
с направлением оси Ох. Под 
влиянием поперечных сил она при- д 
мет другую форму, вообще го- 
воря, непрямолинейную. AO m2 

Если мы в некоторой точке х 0 $ 
разрежем струну на две части, то 
влияние правой части на левую вы- Черт. 1.. 
ражается в виде силы Г (х), напра- 
вленной по касательной к линии струны (черт. 1). Допустим, для 
простоты рассуждений, что движенив струны происходит в одной 

плоскости, и обозначим через и откпонение струны от положения
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равновесия. Пусть уравнение изогнутой линии струны в плоскости xOu 
будет и = и(х, #). Обозначим через р(х) погонную плотность струны, 
т. е. предел отношения массы малого участка струны к его длине. 

Рассмотрим сначала струну, находящуюся в равновесии. 
Допустим, что струна находится под действием поперечно дей- 

ствующей нагрузки р(х). Иными словами, если мы выделим участок 
её х; < х хо, то приложенная к этому участку сила направлена по 

Я. 

оси и и величина её равна [ p (x) dx. Обозначим через &(х) угол, 

2 
образованный направлением касательной к струне с осью Ох; тогда 
составляющая на ось и силы натяжения, действующей в точке хо, 
будет 

| T (xq) | sin a (x5) = Т (хо) эта (хо), 

где Т(х)— абсолютная величина (длина) вектора Т\(х), а состав- 
ляющая натяжения по оси и в точке х, будет: 

—| 7 (x,)|sina (x,) = — T(x,) sina (x). 

Известно, что 

ou 

sing == мА ==. 
и\ 

74 + (5%) 
ди .. 

Считая величину 5; Малой и пренебрегая её квадратом, полу- 

чим условие равновесия на участке струны в виде 

au) 
Ox C= 2, rs 

_ +f rar (1.5) 

  

&=— 

Очевидно, 

Ou о, | oe 

7 я а о» | C= ity - [асе ах. 

Условие ([.5) переходит при этом в условие: 

[ | ag(75¢) be] ac =0. a6 

Подинтегральная функция в (1.6) должна, очевидно, обратиться 
в нуль тождественно (иначе нашлись бы такие х:, Хо, для которых 
интеграл (1.6) нс обратился бы в пуль), ин уравнение (1.6) перспишется 
в виде , 

2 (тр (© = (1.7)
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Уравнение (Г.7) и есть уравнение равновесия струны при попе- 
речной нагрузке р(х). 

Если мы теперь перейдём от статического случая к динамическому, 

т. е. рассмотрим колебания струны, то, пользуясь принципом Далам- 
бера, нужно будет в уравнение равновесия включить ещё и силы инерции 
струны, которые имеют вид 

DH 
ы 2 

ео as 
a, 

тогда условие равновесия иримег вид 

2, 
РГО Г. „ди д2и 

| lag (7 sn) —P @) Sat р (x)| dx = 0, 
2, 

и уравпение колебаний струны будет 

д ди ди 

aa (T5)—9 +550 (x) = 0. (1.8) 

Составляющая по оси Ох всех сил, приложенных к струне, должна 
быть равна нулю, так как нагрузка предполагается поперечной. Это 
позволяет написать равенство 

Гс0$4 |=, — Г с05@ ша, == 0. 

Предположим ещё, что натяжение не зависит от времени. Тогда, 
с точностью до малых величин высшего порядка, будем иметь 

Те, — Ге, 

ИЛИ 

T = const. 

Если, кроме того, плотность постоянна, а нагрузка р (х) равна нулю, 
то уравнение (1.8) примет вид 

Ou ди 

где | 
Г 

а? == > = const. 

Уравнение (1.9) рассматривали ещё в ХУШ в. Даниил Берпулли, 
Даламбер и Эйлер. 

$ 3. Уравнение колебаний мембраны. 

Рассмотрим плёнку, т. е. очень тонкое твёрдое тело, натянутое 

равномерно по всем направлениям. Пусть в спокойном состоянии она 

расположена. в плоскости хОу. Будем предполагать, что эта плёнка
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столь тонка, что не сопротивляется изгибу. Такую плёнку мы будем 
называть мембраной. 

Пусть в изогнутом состоянии уравпение её булет 

u=u (t, x, y). 

Какой бы участок $ этой мембраны мы ни выделили, будем 
считать, что со стороны остальной части мембраны на этот уча- 
сток действует направленное по нормали к контуру равномерно 

| распределённое натяжение Т. лежа- 
и щее в касательной плоскости к мем- 

бране (см. черт. 2). 
Составим уравнение равновесия 

участка мембраны $, ограниченного 
кривой $ и находящегося под дейст- 

Т "ем поперечных сил. Составляю- 
ццая натяжения ‘на ось и будет вы- 
ражаться как интеграл | 

| Тсоз (11) 4$, (1.10) 

  

    
у где Г — длина вектора натяжения 7, 

а через { обозначен какой-либо 
вектор, имеющий направление дей- 

ствия натяжения. Вычислим cos (lz). 
Направление { по условию есть 

направление общего перпендику- 
Черт. 2. ляра к контуру $ и к вектору, 

направленному по внутренней нор- 
мали у к поверхности и = u (t,x, y).B свою очередь, всякий вектор $5, 
направленный по касательной к контуру $, перпендикулярен к нормали » 
и к единичному вектору п, направленному по внутренней нормали 
к проекции контура $ на плоскость хОу, ибо касательная $ и каса- 
тельная к проекции $ на плоскость хОу лежат в касательной пло- 
скости проектирующего цилиндра. 

За вектор $ можно принять векторное произведение 

aX. 

Рассмотрим вектор /, определённый формулой: 

l,==(nX v) X¥. 

По формулам аналитической геометрии мы имеем 

L, = — nv? -+-v (ny). 

Принимая во внимание, что вектор и имеет составляющие со$ (ях), 
0 ди ди 

соз (пу), 0, а вектор у— составляющие —5., — у, 

    

  

1, получим,
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Ou\? /ди 
отбрасывая малые величины 2-го порядка, содержашие 5%}, (57 

ду 
ди ди 

и — —, flan составляющих ЙД выражения: дх ду’ ^ щих и BPIP 

—с0$ (их), —со$ (пу), —5 со$ (их) — = со$ (пу). 

Длина вектора Д, с точностью до малых величин высших порядков, 
равна единице. Поэтому, не уменышая точности, можно считать Д 
равным единичному вектору [р направленному по линии действия 
натяжения. 

Подставляя это выражение в уравнение равновесия мембраны, кото- 
рое в данном случае имеет вид 

[fe (x, у) ахау + | T cos (lu) ds = 0, 

где через р (х, у) обозначена величина поперечно действующей пагрузки, 
отнесённой к единице площади, а через « — проекция $ на пло- 
скость хОу, получим 

|[ (x, y)dxdy — | (= cos (nx) —- oe cos (лу) Г 45 =0, 

или в силу леммы 1 

д ди д 7 ou 
sal? 5g) tay (75 on) EP (x, y) = 0. (1.11) 

Уравнение колебаний мембраны напишется в виде 

ди 
|| (р (х, У—в58) dx dy — 

— | т(- cos (1x) — se cos (ny)) ds = 0, 
8 

где p=p(x, y) — плотность мембраны на единицу поверхности, или, 

по лемме 1 

д ди д ди ди s(T oe) tag (Tee) be Эр (х, дн =0. — (42) Ox 

Из (1.12) при постоянных Т и р получим 

7 (oH ди 
Т( 5 +55)+P (x, У) = =? a7 (1.13) 

ди ‚ 0 . 
Сумму aye дув ИЛИ, в трёхмерном пространстве, 

O71 O21 
дл? +t
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часто называют оператором Лапласа и обозначают символом Ди. 
При этом уравпение (1.13) можно записать в виде: 

02 х, sp = PAu PY), (1.14) 
rae 

. Г 
4“ — 5 == const. 

6 4. Уравнение неразрывности при движении жидкости 
и уравнение Лапласа. 

Прежде чем приступить к выводу уравнения, называемого уравис- 
нием неразрывпости, выведем одну важную формулу математического 
анализа. Рассмотрим некоторую замкнутую кусочно-гладкую поверх- 
ность $ (#), зависящую от параметра # и ограничивающую перемен- 
ный объём ® (2. Пусть р(х, у,2,6 есть некоторая функция коор- 
дипат и времени &. Рассмотрим интеграл 

Qm= {ff pdx dy dz 
S(t) 

и зададимся целью вычислить производную по времени от этого 
выражения. - ^ 

Рассмотрим сначала частный случай, когда объём ® (2) определён 
неравенствами 

О<а<(х, у, 0), 

причём 2==9(х, у,Ё) есть уравнение гладкой поверхности; произ- 

д 
водная oo ограничена: Ё | < М. 

Допустим ещё, не уменьшая общности, что поверхность 2 = (х, у, 1) 
ни при каком значении ¢ не будет иметь кусков, параллельных пло- 
скости г =0. 

В этом случае имеем 

© 

(2 (2) _ ff [Г в (х, у, 2, 6) dz| dx dy. 
o(2,y,t)>0 0 

90. 
Составим разностное отношение для вычисления Or" 

$ (#-- 48) o(t) 11 Г | ваза [Г 0 de| axdy}, 

ф (Е At) 20 0 ф (#)
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(Для сокращения письма аргументы х, у и = уфир опущены.) 
Простые преобразования дают 

ен   

, ф (--41) . 

+ | 9 (f+ Af) de} dx dy — 

— Lf p(Ode| dx dy 

GAs eo 
у 9 (E+ At) 

+ | | | р (#-- АЕ) а dx dy. | 

9 (f) <0 0 
y (E-- At) > 0 

Tlepefiném Tenepp K npeneny mpu At 0. IIpenenst apyx последних 
слагаемых равны нулю. В самом деле, подинтегральная функция в 
каждом из них ограничена, ибо, например: 

ф (#) Ф (8) 

д | 26 dz =1O( (в | в (az), 
0 

причём 

Ф (0 |< 9 (t)— 9 ¢-+ At) ae г < м, 
а второй множитель ограничен по теореме о среднем; с другой сто- 
роны, область интегрирования в них стремится к Нулю. Переходя К 

пределу в первых двух интегралах и применяя снова теорему о сред- 

нем, получим 

  

$ (6-- АВ) 
. 1 

Ито | оао 
ф (2) 

ф(#-1- 41) 

— ш 20-540 — 8 | 1 | tA ]=% 

7 tee At o (t+ At) — ¢ (1) ot p(t-+ At) dz ОЕ 

Отсюда 

40 40 _ д 
at о ДЕ =] И [2 а ax dy -- | f 02% dx dy = 

Ф> 0 0 #—® 

=f. [2 OE dx dy dz - J | 0 a cos (12) dS, 

9 Зак. 1956. С. Л. Соболев»
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д 
Выражение x называют кажущейся скоростью движения поверх- 

ности © (1) по направлению оси =. Оно допускает очень простую гео- 
метрическуто интерпретацию. Представим семейство поверхностей © (1) 
в виде, разрещшённом относительно # 

t= S(x, y, 2). 
Тогда 

02 _ 1 

ot Oot 
Oz 

ot 
Ho 9; ecTh COcTaBsAAIOWaA MO OCH z BeKTOpa grad/, направленного по 

нормали к поверхности $ и имеющего следующие компоненты; 

ot cos (nx), a cos (ny), oe со$ (122), 
on 

Отсюда 

Op oz _ 1 _ 1 
ot ot ot ot ° 

32 «bn 8S (72) 

Выражение = называется кажущейся скоростью движения поверх- 

On 
ности по нормали. Мы обозначим его через 9„. Для кажущейся ско- 
рости движения поверхности $ по направлению оси г (эту величину 
мы обозначим через 9.) имеем 

о. — —n_. 
"60$ (12) 

Поэтому 

Uz = Ot’ 

Если поверхность © состоит из материальных частиц, движущихся 
со скоростью 9, то скорость в направлении нормали будет 

Uy == Vz, COS (2X) ++ Uy COS (Hy) + ¥,COS (12), 

и мы можем записать нашу формулу в виде 

а Г [ рахауаа = [| [| [аку 42+ | | po, as, (1.15) 
“e(t) “ee "S(t (Е) 

В общем случае, когда поверхность $ (2) имеет произвольную форму, 
получим ту же формулу, так как поверхность © (2) всегда может быть 
разбита на конечное число кусков таким образом, чтобы для каждого 

куска прямые, параллельные какой-либо координатной оси, встречали 
бы неременную часть границы этого куска только в одной точке. 

Полезно дать наглядную физическую иллюстрацию  форму- 
ле (1.15). В. некоторый момент времени Ё выделим на поверх-
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пости $ некоторый элементарный участок 4$ и проведём траектории 
всех точек, принадлежащих 45, на отрезке времени (1, #--Дд. Этот 
участок заполнит объём, приближённо совпадающий с косым цилин- 
дром, образующие которого имеют вид 94 где © есть вектор ско- 
рости движения поверхности. Объём этого цилиндра равен произве- 
дению площади основания на высоту, т. е. 9„4#а$. Всё приращение 

интеграла f | [ pag, вызванное перемещением поверхности $, при- 

близительно равняется интегралу 

f | ov, dt aS. 

5 

Деля это выражение на 4Ё и вычисляя отдельно приращение Q, 
обусловленное изменением р, получим формулу (1.15). 

Формула (1.15) позволяет получить уравнение, выражающее неиз- 
менность количества жидкости или газа при движении. Пусть в пеко- 
торой части пространства происходит движение жидкости, причём 
составляющие скорости 9„,(х, у, г, #), ч,(х, у, 2, д из,(х, у, 2, 1) 
суть заданные функции координат и времени. Представим себе мате- 
риальную поверхность © (1), состоящую из одних и тех же движущихся 
частиц и ограничивающую некоторый переменный объём ® (2). Коли- 
чество жидкости, заключённой в объёме © (1, равио 

9= [| [| [ре у, =, дах ауаг, 

2 (¢) 

где р(х, у, 2, )— плотность жидкости. 
Если жидкость не поступает извне и не исчезает, то количество 

её в таком объёме должно оставаться постоянным. Дифференцируя 
по р, получим 

BJ [ аж [Ге °— || [%ao+ . pv,, AS = 0. 

Q (£) S(é) 

Это уравнение должно иметь место для лтобой поверхности $ и любого 
момента времени 2. Применяя лемму 1, получим 

др 
ay 1 div (pv) = 0, (1.16) 

или в раскрытом виде 

д, д д ‚д 
Bh ag CPx) + 5, (0%) + 5; 9.) =0. 

Это и есть так называемое уравнение неразрывности. Покажем 
олно применение этого уравнения для случая установившегося движе- 
ния несжимаемой одноролной жидкости. Задача о потенциальном 

2
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движении несжимаемой жидкосги есть задача об отыскании неизвест- 
ной функции У такой, что 

ду ду OV 
® = prad У или Ve = Fy? Oy = Oy? =. 

При этом предполагается, что плотность жидкости постоянна, 
а компоненты скорости не зависят от времени. Подставляя выражения 
для скоростей в уравнение неразрывности, получим: 

02и 02У ‚ 02V 
(Saat Ga в==) 0 

ИЛИ 

AV=0, (т?) 

А обозначает введённый выше операт . где бо Д ратор Лапласа + sat ne 

Уравнение (1.17) называется уравнением Лапласа. В дальнейшем, когда 
мы выпишем полную систему уравнений движения жидкости, мы про- 
верим, что любая функция У, удовлетворяющая уравнению (1.17), 
действительно описывает некоторое возможное движение жидкости. 
Таким образом, для решения этой задачи достаточно уметь находить’ 
нужные решения уравнения (Г.17). 

$ 5. Уравнение передачи тепла. 

Как известно из курсов физики, теплота представляет собой ре- 
зультат беспорядочного движения частиц вещества. Степень нагре- 
тости тела определяется его температурой. Между энергией тепло- 
вого движения и температурой существует простая зависимость: 

© == Гат dv, 

где Д — объём, занимаемый некоторым телом, `() — энергия теплового 
движения, или, что TO же самое, количество тепла в калориях, 

р-——плотность вещества, Т — абсолютная температура, с — теплоём- 

KOCTb. 
Передача тепла от одного тела к другому или от одного участка 

среды к другому происходит различными путями. Не принимая во 

внимание лучеиспускания, химических процессов и т. п., мы будем 

здесь рассматривать лишь перенос тепла непосредственной передачей 

кинетической энергии от частицы к частице путём столкновений. 

Выделим мысленно участок некоторой гладкой поверхности 5, 

лежащий внутри изучаемой среды, и пусть ий — единичный вектор, 

направленный по нормали к $. Тепловая энергия движения частиц, 

расположенных по обе стороны этого участка, с течением времени 

может изменяться за счёт столкновений их между собою или за счёт 
перехода частиц через поверхность.
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Частица, центр тяжести которой находился по одиу сторону по- 
верхности и которая имела там некоторую энергию, может передать 
эту’ энергию либо при переходе на другую сторону поверхности, 
либо при столкновении с частицей, центр тяжести которой находился 
с другой стороны поверхности. Обозначим через Дз@ количество 
энергии, переданное за единицу времени через поверхность $ части- 
цам, находившимся с той С 

стороны поверхности, куда ? 
направлена нормаль, от ча- 
стиц, находившихся с дру- 
гой стороны 5. Е 

Сделаем допущение, что 
величину Аз@ можно пред- 
ставить в виде 

dsQ= | | x (S,d4s, 
S 

где B 

©, 2) == ,Y, 231; 0). LS, Y= f(x, y, 2; 12; 2) 0 4 

Эти формулы равносиль- 
ны предположению, что ко- L 
личество тепловой энергии, 
проходящей через элемен- Черт. 3. 
тарную площадку, зависит 
только от положения центра площадки и нормали к ней. Будем ещё 
предполагать, что Х, р, си ТГ —- непрерывно дифференцируемые функ- 
ции своих аргументов. 

Изучая распространение гепла в некотором теле, мы будем для 
общности предполагать, что внутри этого тела непрерывно распре- 
делены источники тепла с интенсивностью 4 (х, у, 2, 1. Записывая 
баланс тепла для объёма ДО, получим: 

qaQ_afff{ РГ [9 6%2т) 
аи | Дата | |= 

D D 

= _| |r (x, v,2;n;0dS +] | [94 (I. 18) 
Е р 

    

где вектор й направлен по внешней нормали. 
Объём ДО является совершенно произвольным. Применим эту фор- 

мулу, взяв 3a D тетраэдр @, одна из вершин которого лежит 
в точке ху, Yo, 29, а три грани параллельны координатным плоско- 
стям (черт. 3). 

Обозначим грани этого тетраэдра, перпендикулярные соответ- 
ственно к осям х, у, 2, через $5. Sys S,, а наклонную грань — че-
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рез $5. Обозначим площадь грани $ через ч, а илощади осталь- 
ных граней соответственно через с. ©, в,. Для оз, в, и в, получим: 

ов ==660$(пх), ,==060$ (пу), 9,==0с0$ (12), 

гле с0$(их), соз (пу), соз (иг) — направляющие косинусы внешней 
нормали к грани 5. 

Применим формулу (Т. 18) к тетраздру. ®. Мы получим: 

] | знать — | | Га = 

= [}re у, 2; & рее] И У, 2s fs f) doy 4 

+ {fre y, 23k; дав, +f [yes 921 f) do, 

5 

rue t, J, R  бозначают единичные векторы, параллельные координат- 
ным осям х, у, 2. Если объём @ равен ®, то теорема в среднем даёт: 

д 
© (CET) lop = FV zy lop Е буи [р -Г- 9.0, [в -- 9] (Хх, у, 2; —1; 2) lop, 

где положено в целях сокращения 

U,=f (x, Vy 2s 0, Uy =f (x, y, 235; 4), Uz =f (x, у, г, Е; 2). 

Знаком lop обозначено некоторое среднее значение функции. Раз- 

делим обе части на с и перейдём к пределу при с -> 0, считая напра- 

вление п постоянным. Предел левой части будет, очевидно, равен 
нулю. Принимая во внимание, что 

f(x, У, <; —П, 2) =—f (x, у, =; п, 1), 

получим: 

Л(Хо» У» 20; И; = 

== [Uz Cos (2x) 4- 9, с0$ (пу) -- 9, с0$ (12)] |, yo. г, = Ява, у, д 

Мы видим, таким образом, что функция f(x, у, 2; п; &) предста- 
вляет собой проекцию на направление п некоторого вектора 9. Имеем 

| | | 9. (pcT).dv = —JJ UV, aS +J J [аа 

при произвольном объёме 0. 
Вектор 9 мы будем называть потоком тепла. Он аналогичен век- 

тору скорости течения жидкости. 
Поток тепла, существующий в среде, связан с распределением 

температуры в ней. В естественных условиях тепло всегда течёт
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от частей с более высокой температурой к тем частям, температура 
которых ниже. Выделим некоторую малую площадку @5$ в нашей 
среде и будем исследовать, как меняется температура в точках, близ- 
ких к этой площадке. 

Рост температуры характеризуется величиной 

oT 
— = отаа Т. 
On 5 

Допустим, что наша среда является изотропной, т. е. свойства её во 

всех направлениях одинаковы. Естественно предположить, что если 

температура возрастает в направлении нормали, то поток тепла через 

площадку © отрицателен. Иными словами, величины 

ngrad T= grad, T u 9,45 

должны иметь противоположные знаки. Это должно быть верно при 
лобом направлении п. Следовательно, проекции векторов отаа Ти о 
на любое направление должны быть обратны по знаку, что возможно 
только при условии, что эти векторы противоположно направлены. 
Значит, 

я —= —Fk grad T, 

где А — некоторая положительная скалярная величина, которая может 
зависеть от свойства среды, от температуры, от характера изменения 
температуры и т. п. В первом приближении можно считать  функ- 
цией только от точки среды. Это предположение хорошо оправды- 
вается на опыте. 

Подставляя полученное выражение для © в последнюю формулу 
для баланса тепла, получим: 

Э 3 д oe e oT , 3a a é 

| | [2 бетуау = | № oT as+| | [а 

р 5 °р 

Применяя лемму из первого параграфа, получим 

0 д ОГ д д д ОГ $: (ет) == ¢ az) tal’ ay) +35 (1 2) + 4. (1.19) 

Предполагая р, си А постоянными, получим: 

Т = = aAT -+- q,, (1.20) 
где 

ke g 2 — a = = const., NTC: 

Уравнения (Т.19) или (1.20) посят название уравнений передачи 
тепла, или уравнений теплопроводности.
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$ 6. Звуковые волны. 

В качестве последнего примера рассмотрим уравнение распростра- 
нения звука. 

Пусть какая-либо сжимаемая жидкость или газ движется со ско- 
ростью $, проекции которой на оси координат обозначим: 

9. (Ь х, у, 2), чу ( х, у, =), 9,(Ь, х, у, 2). 
Траектория каждой материальной точки этой жидкости будет 

определяться уравнениями 

ах dy dz 

dt Cm ap Gp Ue 

Легко подсчитать её ускорение. Мы будем иметь: 

d?x = he 1 Ca Ee | OP CY бы az .] 
at? ox ЧЕТ ду dt ' Oz at 

__ ov Ou до Ov Bet te Get Wy Get 152, 
42 и = Ov, о 9 oy! о (1.21) ae ae СИ ТУ 

‘es __ ne, Ov, 0%. OU, 

d= aT Ve Ox Py ay ду -Р 92 г" } 
      + 

Напишем уравнение движения жидкости, находящейся под дей- 
ствием силы Р с проекциями Х, У, й, приложенной в каждой точке. 
Если давление в каждой точке будет р (&, х, J, 2), то на пекото- 
рую поверхность $, ограничивающую объём @, будет действовать 
сила, проекция которой на ось х равна: 

Г fr х, у, 2) cos(2x) dS. 

8 

Прибавляя к этому проекции объёмных сил и сил инерции на 
ту же ось, получим: 

JJ peos(nsas + J | [xa 

И В 
где 49 — элемент объёма. 

На основании леммы 1! уравнение движения будет: 

p (Se ty дух +. д) 908 | о, 77а) 42 = Q. (1.22) бах Cn Gy Г 902
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Аналогично пишутся два других уравнения для составляющих на 
оси уи 2: 

Ov, OVy OVy OVy Op 

(atte ae ay te gg) bay =0 
до du ou au д 

0( Set te ge + Wy Ht Meigs) +55 —2 =O. 
Написанные выше три уравнения содержат пять неизвестных 

функций: 9, 9, 9, р и р. Для того чтобы система стала опреде- 
лённой, необходимо добавить ещё два уравнения. Одно уравнение, 
связывающее эти величины, мы уже вывели — уравнение неразрыв- 
ности. 

В общем случае нам нужно было бы отыскать ещё одно урав- 
нение. Однако, предполагая жидкость несжимаемой и однородной, 
мы можем положить 

po = const, 

и получить сразу достаточное число уравнений. 
Мы можем теперь проверить, что полученное нами выше реше- 

ние задачи о потенциальном движении несжимаемой жидкости: 

v = grad V, 

AV = 0, 

действительно удовлетворяет полной системе уравнений движеёния 
жидкости, если определить соответствующим образом функцию и 
если, кроме того, 

U oU 90 
A= ou Y= >; =z", 

Ox ду Oz 

т. е. если внешние силы имеют потенциал. Достаточно убедиться, 
что уравнения (1.22) позволяют построить функцию р, если считать 

о __ OV v __ OV v __ OV 
т" 0x? yay’ ° 02° 

Подставим в уравнения (1.22) вместо 9 ч,„, 9, приведённые 
выше их значения. Тогда из этих уравнений мы получим явные 
выражения для 

Op др др 
Ox? Oy’? dz 

Из теории уравнений в частных производных 1-го порядка из- 
вестно, что система будет совместной в том случае, если вторые 
смешанные производные 

др 02p O“p 
0х0у’ 90х02’ дудг?



26 ВЫВОДЫ ОСНОВНЫХ УРАВНЕНИЙ [л. 1 

определённые из различных уравнений, получаются одними и теми же. 
Проверить это мы предоставляем читателю. 

В общем случае сжимаемой жидкости из физики известно, что 
давление и плотность всякой жидкости или газа связаны ‘так назы- 
ваемым уравнением состояния, в которое входит ещё абсолютная 
температура Т. Для идеального газа это уравнение имеег вид 

Pp = +p 

где А есть так называемая газовая постоянная. Это уравнение вводит 
ещё одну неизвестную функцию — Т. В некоторых случаях к при- 
ведённым уравнениям приходится добавлять ещё одно уравнение, 
называемое уравнением притока тепла. | 

Однако в ряде случаев можно предположить, что давление и 
плотность связаны между собой прямой функциональной зависи- 

MOCTBIO: 

p=S(P), . (1.23) 

где /— заданная функция. 
Это обстоятельство имеет место, например, при рассмотрении 

процессов, протекающих столь быстро, что тепло не успевает пере- 
даваться от одной частицы к другой. Такие процессы называются 
адиабатическими. 

Для того чтобы из общих уравнений (Г.16), (1.22), (1.23) полу- 
чить нужные нам уравнения распространения звука, мы сделаем 
несколько упрощающих предположений. Будем считать, что движение 
рассматриваемого газа представляет собой малые колебания вокруг 

положения равновесия. В этом состоянии равновесия давление ру и 
плотность fig постоянны. Отклонения р— ро и о— р, равно как и 
скорости, мы будем предполагать малыми и, в частности, будем 

OUx, 
считать, что членами типа ( U,, an) ... И т. д. в уравнениях (1.22) 

можно пренебречь. Мы получим: 

p We др ду Op dv, |, Op 
бе Кох № Вр Рау, ВР. 

др др др 
С точностью до выражений вида 5:9» arVYy 59» которые 

мы предполагаем малыми, эти уравнения могут быть записаны в виде 

д д б б д 
ое, орду, ор (ри). 
Дифференцируя эти уравнения соответственно по +, уиги 

складывая, получим: 

9 [.. Ор | др , Op | 
5;| div (9) “Pat a3 ду? 58 bz2 ox a4 as (1.24)
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Левая часть уравнения (1.24), в силу уравнения перазрывности, 
может. быть записана в виде 

oe 02p др 02p 04p и Op \2 

fe 4 es ip de _ ay. oy 4 dp ad —f'(p) ce —/ (2) (9) . 

Наконец, принимая /’(р) в малом промежутке изменения р за 
постоянную: | (р) =) (ро), и обозначая правую часть (1.24), то-есть 
ax , oY 
dx | ay Vaz через Ф, будем иметь: 

Op , Op , O%p 1 02р 

ax aye 928 at oa = C29) 
где а-— постоянная, определяемая по формуле 

1 = 
—_=Vf (Ро). 

Используя символическое обозначение, имеем 

1 др 
Ар— a Of =. 

Можно получить уравнения распространения звука и иным путём, 
взяв, например, за неизвестную функцию не давление р, а плотность р. 
Оказывается, что при этом для о получается уравнение в частных 
производных того же самого вида, что и уравнение (1.25). 

Выведенные пами уравнения достаточно характерны. Мы могли 
бы привести ещё много других примеров, однако вывод уравнений 
математической физики ие входит в нашу задачу, так как нашей 
основной целью является исследование и решение таких уравнений. 

Поэтому ограничимся указаиными примерами и перейдём к изу- 
чению различных задач для этих уравиений.



ЛЕКЦИЯ ИП. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ. 
ПРИМЕР АДАМАРА. 

$ 1. Начальные и краевые условия. 

Из курса обыкновенных дифференциальных уравнений известно, 
что решение этих уравнений не определяется однозначно. 

Решение уравнения 

Е(х, у, У’, ..., У) =0 (1.1) 

зависит, вообще говоря, от й произвольных постоянных 

y= o(x, Ст, Со, oeey Cy) (П.2) 

Часто можно взять в качестве этих постоянных начальные значе- 
ния неизвестной функции и её произведных: 

Yleso= Vor У’Ь-о ==, -.., У ag = YOY. (И.З) 

Решение вида (П.2) называется общим тогда, когда можно удо- 
влетворить условиям (П.3) с любыми у, ут, ..., У®- 1, выбрав 

соответствующие значения для постоянных с1, ..., с; Для этого 
нужно бывает решить некоторую систему уравнепий. В частности, 
если уравнение (П.1) является линейным одпородным, то общий 
иптеграл (П.2) имеет весьма простой вил 

У == су -- соуз-Е ... TF OnYny 

гдё функции у, У, ..., У» являются системой линейно независимых 
частных решений. 

Подобно этому для уравнений в частных производных также нет 
единственности решения. Решение уравнения в частных производных 
зависит, вообще говоря, от некоторых произвольных функций. 
Например, общим решением уравнения 

du 0 
oy
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С Двумя независимыми переменными хи У будет 

a == f (x), 

где /(х) — совершенно произвольная функция. 
Для того чтобы сделать решение определённым, обычно нужно 

задать некоторые дополнительные условия, например потребовать, 
чтобы неизвестная функция, а также часто ещё некоторые её произ- 

водные или некоторые комбинации функции и её производных при- 
нимали заданные значения на различных многообразиях. 

Мыслима, вообще говоря, и ‘постановка задачи об отыскании 

общего вида решений для уравнения в частных производных, ана- 
логичная соответствующей задаче для уравнений вида (1.1). Однако, 
хотя такие общие решения и существуют, знание их, за редким 
исключением, ничего не даёт нам для решения важных частных задач, 
ибо вместо системы конечных уравнений для нахождения Cy, бо, ..., С», 
как это имело место для обыкновенных уравнений, мы получим при 
решении этих частных задач систему столь сложных функциональ- 
ных соотношений для произвольных функций, что их отыскание 
практически невозможно. 

Каждая задача математической физики ставится как задача реше- 
ния ‘некоторого уравнения, например (1.9), (1.14), (1.17) или (1.19) 
при определённых дополнительных условиях, которые в большинстве 
случаев диктутотся её физической постановкой. 

Укажем вкратце, какие возможны постановки задач для уравне- 
ний, выведенных нами выше. 

В задаче о колебании струны естественно, например, рассматри- 
вать участок струны 0 < хр закреплённый по обоим концам. 
Следовательно, нужно искать решения уравнения (1.9), удовлетво- 
ряющие условиям 

Uleap == 9 KM # |. =0. (11.4) 

Если концы не закреплены, а сами приводятся в движение по 
определённому закону, то условия (П.4) заменяются условиями 

ино == 1 (0) и и == У (В. (1-5) 
Возможно задание также и других условий на концах. Всех 

типов подобных заданий мы разбирать не будем. 
Задания поведения струны на концах недостаточно для решения 

задачи. Необходимо ещё знать, например, значение функции и и её 
ди 

скорости 5: в начальный момент времени, т. е. ^ 

ди |. 
“= (*) и 95|, =91(%). (1.6) 

Условия (П.5) и (П.6) совместно полностью определяют решение 
уравнения (1.9). Мы в дальнейшем установим, что при условии неко-
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торой гладкости функций f,, Ло, Фо, $! такое решение всегла суще- 
ствует и, следовательно, среди этих условий нет лишних. 

Задача о колебании мембраны ставится совершенно аналогично. 
Для того чтобы определить её движение, достаточно, например, 

задать 

|, 9 = Po (x, 9), 

ди (ПУ 
OF |g 1 65) ‚© 

и змачение функции и на границе $ 

и = ($, 2), (И.8) 

гле функция /($,#) зависит от точки на поверхности $ и вре- 
мени &. 

Вместо значения п на границе иногла задаётся линейная комби- 
нация: 

oa 
gr P= 

Условия (П.Т) и 419) делают, как мы установим далее, задачу 
вполне определённой. Решение, удовлетворяющее им, всегда суще- 

ствует, и поэтому среди условий (П.Т) и (П.9) нет лишних. 
Для решения задачи о распространении тепла в некотором теле 

[см. (I.19)] достаточно знать его начальную температуру 

Г = (х, у, 2), (1.10) 

Cu 

  

oa (S, t). (11.9) 

  

а также условия на границе области тела 

aT |, +85 |, —f(S),. (1.11) 

гле /(5) обозначает заданную функцию точки на поверхности. 
Во всех рассмотренных уравнениях — уравнении колебаний мем- 

браны и струны, уравнении теплопроволности — вовсе не обязательна 
рассматривать ограниченное тело. Мы можем рассматривать наряду 
с этим и неограниченно простирающуюся прямую, плоскость или 
пространство; тогда условия (П.4), (П.5), (П.8), (П.9) и (П.11), кото- 
рые обычно называют краевыми, или граничными, условиями, отпа- 
дают. Задача без таких условий носит название задачи Коши; усло- 
вия (П.6б), (П.7) и (П.10) называются начальными условиями или 
данными Коши. 

Мы можем рассматривать тело, в котором, в результате продол- 
жительного действия различных постоянных влияний на границе, 
внутри тела установилась некоторая температура, постоянная в каж- 
цой точке, но меняющаяся от одной точки к другой.
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При этом в теле образуется установившееся тепловое состояние. 
OT 

Из уравнения (1.20), полагая 5 = 0, получим 

02Т ‚, 02Т а 
= о FT Oat Ot = Te" (11.12) 

Уравнение (П.12) можно решать при условии (П.11). Особый 
интерес представляют два простейших случая, когда я==0 или 
В = 0. Задача решения уравнения (П.12) при условии 

Tle=f(S) (JI.13) 

называется задачей Дирихле. Эту же задачу можно ставить и решать 
и для уравнения с двумя независимыми переменными; тогда уравне- 
ние (П.12) запишется так: 

_a — ыы 

ar , eT а | Роя г. (11.14) 

При 9 ==0 задача может рассматриваться одновременно и как задача 
о. равновесии мембраны. 

ди 
В самом деле, если мы в уравнении мембраны положим эр = 0 

72 

a == 0, мы получим опять уравнение вида (П.14). 

Другая задача об отыскании решений уравнения (П.12) при 
условии 

и, следовательно, 

2 = (5) (11.15) 

называется задачей Неймана; её также можно рассматривать и для 

двух независимых переменных. К той же задаче Неймана приводит 
и задача о потенциальном установившемся движении несжимаемой 
жидкости ([.17). Желая найти скорости жидкости внутри некоторой 
области, естественно задать на границе этой области величину нор- 
мальной составляющей скорости 9,„, которая характеризует поток 
жидкости через каждую точку поверхности. Если, например, поверх- 
ность < является непроницаемой стенкой, мы должны поставить 
условие, что поток жидкости через эту стенку равен нулю. Но 

ду 
©, — г, откуда видно, что поставленная нами задача сводится n on ? 

к задаче Неймана. 
Для уравнения (П.12), как и для предыдущих, вовсе не обяза- 

тельно заниматься лишь решением его в конечной области. Очень 
часто важно бывает решить его для области неограниченной. Это 
бывает, например, тогда, когда размеры рассматриваемой области 
очень велики по сравнению с масштабом изучаемого явления. Есте- 
ственно, например, при изучении явления теплоотдачи некоторого 
длинного трубопровода, заложенного в земле, считать, что земля
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мвляется пе шаром, а неогравиченным полупространством, и ре- 
шать уравнение (П.12) в полупространстве с вырезанным цилиндром 
ит. д. 

При рассмотрении бесконечных областей далеко не безразлично, 
как ведёт себя решение в далёких точках изучаемой области; во 
многих случаях только при известных предположениях об этом пове- 
дении задача становится определённой. Например, если решать урав- 
нение (П.12) в бесконечном пространстве с шаровым вырезом (т. е. 
решать его для внешности некоторого шара), приходится накладывать 
на решение то дополнительное ограничение, что оно должно обра- 
щаться в нуль на бесконечности. Иначе решение остаётся неопреде- 
лённым. 

Важную роль играет ещё одно дополнительное соображение. 

$ 2. Понятие о корректно поставленной задаче. 
Пример Адамара. 

Постановка задач математической физики содержит, как мы видели, 
некоторые функции, входящие в начальные и предельные условия, 
и решение, вообще говоря, зависит от этих функций. Эти функции 
определяются обычно из опыта и поэтому не могут быть найдены 
абсолютно точно. 

Всегда неизбежна некоторая погрешность в начальных или гра- 
ничных условиях. Эта погрешность будет сказываться и на решении, 
и не всегда погрешность в решении окажется, в свою очерель, малой. 

Мы рассмотрим очень простые примеры задач, где малая ошибка 
в данных может повлечь за собой очень большую ошибку в резуль- 
тате. Исследуя уравнения математической физики, мы всегда должны 
особо рассматривать вопрос о зависимости решёния от начальных 
и предельных условий. 

Пусть рассматриваемая нами задача математической физики свелась 
к отысканию некоторой функции и(х, у, г, © четырёх переменных 
в какой-то области ®, изменения этих переменных, удовлетворяющей 

в этой области уравнению 

F( Ou ди ди ди ди mt) =0 

и, дх?’ ду’ 02’ 0Е *0х?? *°°?’ дт 

В примерах, разобранных выше, такой областью служила область © 
независимых переменных х, у, = и какой-то промежуток времени 

о<2<Т. 
Пусть искомое решение подчинено дополнительным условиям вида 

ди ди ди Oru 
( > Ox? Oy’ Oz? ...) 5") 5 =; (5%), (1.17) 

1—1, 2, sees d; 

j=l, 2,..., D, 

(1.16) 

W. ии 
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где 5,;-— пекоторое многообразие в пространстве х, у, 2, № число 
измерений которого меньше четырёх, а $,;(5,;) — заданная функция 
ва многообразии S;. 

Эти условия были поставлены нами выше, например на много- 
образиях 2 =0 и на некоторой поверхности 5 пространства (x, y, =) 
для всех значений (. 

Допустим, что условия (П.17) определяют в @, единственное 
решение задачи. Мы будем говорить, что в области @, решение 
зависит от граничных или начальных условий непрерывно, если малые 
изменения функций, стоящих в этих условиях, влекут за собой малые 
изменения в решении. Наоборот, мы будем говорить, что решение 
зависит от этих данных разрывным образом, если малые изменения 
в функциях 9;(S;), стоящих в этих данных, не всегда дают малые 
изменения решения. Понятие непрерывной зависимости в ланиом 
случае является более сложным, чем обычное понятие непрерывности 
функций нескольких переменных. Можно по-разному понимать слова 
«малые отклонения в решении» или «малые отклонения в началытых 
условиях». Пояспим сказанное примерами. 

о Пусть вместо функций $;(5;), которые мы предполагаем обла- 
дающими непрерывными производными до какого-либо порядка Rk 
включительно, мы подставим в правую часть (П.17) новые функции 

(5) = 9 (S) +4; 8), (1.18) 
также имеющие Ё непрерывных производных. 

7 * , Условимся говорить, что ф,($;) отстоит от $; (5+) на расстояние 

не более у до порядка А, если абсолютные величины всех 9, (5;) и 

их частных производных ‘до порядка А не превосходят 7. Мы имеем 
в виду, что дифференцирование производится по каким-нибудь пара- 
метрам на многообразии S,. 

Пусть теперь при произвольных таких ф, (S,) рассматриваемая 

задача имеет решение: 

п = ии’, (11.19) 

где и — решение задачи, соответствующее функциям $,;(5,) в правых 
частях (П.17). 

Может случиться, что функция и* будет отстоять от и на рас- 
стояние не более в до порядка р во всей области @,, как только o* 
будет отстоять от ф на расстояние не более (=) до некоторого 
определённого порядка А. 

В этом случае мы будем говорить, что решение зависит от до- 
полнительных условий непрерывно до порядка (р, №) в ®,. 

Если, наоборот, можно указать такое =, что каково бы ни было 3, 
существуют $; (5;), отстоящие от ф,;(5;) не более, чем на 9 до по- 

рядка А, для которых и* отстоят от и больше, чем на = до порялка р. 

3 Зак. 1956. С, Л. Соболеь.
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Это решение в @, зависит от дополнительных условий разрывным 
образом порядка (р, К). 

Приведём ещё один пример того, как может быть определено 
понятие непрерывности. Будем считать функцию и малой, если 

fff u’* dx dy dz <ь, 
Q 

$ 

rye в — достаточно малое положительное число, а функции ф, малыми, 

если малы интегралы 

[92 ($ а$,, 

При таком понимании непрерывности зависимость и от 9, следует 

считать непрерывной, если неравенство 

J Г Г и’? 4х ауд: «ев - (И.20) 
2 

удовлетворяется всегда, как только 

[f oP) ds, <1. (11.21) 
84 

Зависимость и от $, может обладать непрерывностью какого-либо 
одного рода и не обладать непрерывностью другого рода; поэтому 
каждый раз, говоря о непрерывности, нужно условиться, о каком 
понимании её идёт речь. 

В случае, когда существует область @, изменения независимых 
переменных, в которой имеется единственное решение задачи, зави- 
сящее от ф; непрерывным образом, мы будем говорить, что задача 
поставлена корректно, в противном случае назовём задачу поставлен- 
ной некорректно, в смысле данного определения непрерывной зави- 
CHMOCTH. 

Замечание. Обычно область @, определяется самой задачей и 
тем промежутком значений параметра (времени) & для которого 
ищется решение. Изменение области ®, для данной задачи может 
происходить лишь за счёт изменения упомянутого промежутка зна- 
чений. 

В стационарных задачах, т. е. в задачах, где и уравнение и усло- 
вия, определяющие решение, не зависят от времени &, как, например, 
в задачах Дирихле и Неймана, область ®, также не зависит от вре- 
мени и вполне определена самой постановкой задачи.
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Для обыкновенных дифференциальных уравнений задача об иите- 
грировании уравнения 

qm—-ly 

am =I (x, и aT) 
с начальными условиями 

dim—-ly и 
Ц — И —- | —= И оо. Ceo 

0’ I> e%) 29 — 
— 4 

x=0 
т-9 

  

при ограничениях, налагаемых на функцию } теоремой существования 
и единственности, как известно, всегда поставлена корректно. 

То же самое относится к уравнениям в частных производных 
1-го порядка 

ди (6 x ди ди 5). 
Ot _ Ve Oy’ Oz 

Задача Коши, т. е. задача решения уравнения при начальных дан- 
HbIX tt po = My (x, y, 2), для этого уравнения поставлена корректно, 
так как и зависит от и, непрерывно до порядка (1.1). 

_ Это обстоятельство для уравнений в частных производных более 
высокого порядка уже не всегда будет иметь место; поэтому ста- 
вить для них ту же задачу Коши не всегда имеет смысл. 

Разберём следующий пример, принадлежащий Адамару. Найдём 
решение уравнения 

ди 4 Oe 
ox? | Oya 

в полуплоскости у`> 0, удовлетворяющее условиям 

ди —Vn 
и —=0, — —e "cos nx, 

y=0 ду y=0 

Нетрудно видеть, что решение это будет иметь вид 
т у 

и=-е ТТ с0$ их св пу. (11.22) 

Можно доказать, что решение поставленной задачи единственно. 
Легко видеть, что когда и стремится к бесконечности, функция 

evn созйх равномерно стремится к нулю и притом не только сама, 
но и все её производные. Однако решение (П.22) при любом у, 
отличном от нуля, имеет вид косинусоиды со сколь угодно большой 
амплитудой и, конечно, не стремится ни к какому пределу. При 
Хх =0 оно просто неограниченно растёт вместе с п. 

Ясно, что здесь ни в какой области x, у, примыкающей к оси 

у==0, и ни при каком из перечисленных выше определений непре- 

рывности говорить о «непрерывной зависимости» решений от началь- 
ных данных нельзя, и задача поставлена некорректно в смысле лю- 
бого из перечисленных определений непрерывности. 

3%
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Если рассматривать вопрос о непрерывной зависимости в беско- 
печпой области, то даже для обыкновенных уравнений этот вопрос 
перестаёт быть столь простым. Непрерывная зависимость от началь- 
ных данных там носит название «устойчивости по Ляпунову». 

Аналогичные вопросы теории уравнений в частных производных 
также естественно называть теорией устойчивости. Эти вопросы пока 
ещё мало разработаны и трудны для элементарного курса, и мы 

заниматься ими не будем. 
Решение задачи, некорректно поставленной, в большинстве слу- 

чаев не имеет никакой практической ценности. 
Разбирая решение всех задач, входящих в курс, мы будем каж- 

дый раз останавливаться на корректности их постановки. В следую 
щей лекции мы займёмся более детальным изучением различий межлу 
всеми теми уравнениями, которые мы до сих пор изучали.



ЛЕКЦИЯ Ш. 

КЛАССИФИКАЦИЯ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 2-го ПОРЯДКА. 

$ 1. Линейные уравнения и квадратичные формы. 
Канонический вид уравнения. 

Все рассмотренные нами до сих пор уравнения представляли собой 
линейные уравнения 2-го порядка с вещественными коэффициентами, 
т, е. уравнения вида 

у Ул Aj; деве, +У» oo к. Г Си = Р, (111.1) 

rue Ay, Б, Си Р представляют . собой заданные функции от ху, 
Хо...) Мп. Для того чтобы изучить свойства этих уравнений болсе 
детально, мы займёмся исследованием некоторых свойств их коэф- 
“‘ициентов. Посмотрим прежде всего, по какому закону преобразуются 
коэффициенты уравнения (Ш.1) при произвольной замене независи- 
мых переменных, или, что то же самое, при каком-либо геометри- 
ческом преобразовании пространства. 

Введём вместо х|, Хо, ..., Х„ новые переменные 

Ут, Vo ++)» Уп 

Допустим, что функции у,(х1, ..., №), over Vn (Xp, oe) Xn) 
обладают непрерывными вторыми производными. 

Тогда 

ди бу. 

= Laie,’ (11.2) 
=] 

2% 7% 

02и 0 (se) = ‚1 Я Ou Os дук м ди O* yy ty : 

Ox;0x; 0%; \OX4 dod OY OY", OX; OX; тт бя OX; OX; (21.3) 
k=1l=1
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Подставляя выражения (11.2) и (1.3) в уравнение (Ш.1), мы 
получим: 

п п 

x a (У, Ул ij wat ous on) + 
4=]1 j=l 

С уловки os $=1 1—1 

  

Если обозначить через А)» новые коэффициенты при вторых 
ди 

производных -———— в уравнении (Ш.4), то, очевидно, 
дук ду! 

п. п 

A.— WV, WON 
Any — > УА 87 Я .-, OX; Ox" (IIT.5) 

‘i= j=l . 

Фиксируем определённую точку пространства, и пусть в этой 

точке 

д 
ae = G74. (11.6) 

Формулы преобразования 
2 23 

Ан =2 2a Aagnathy (11.7) 
=1j= 

совпадают с формулами преобразования коэффициептов квадратичной 
формы 

2 9b 

2 > AigPiPpp (ill 8) 
t=1j= 

если сделать в ней замену переменных: 

n 

Ps = 2 Сить (1.9) 

переводящую её в форму 

з 7 —_ 

Ds Ande (1.10) 
Е=11=1 

Для того чтобы формулы (Ш.9) давали взаимнооднозначную 
замену переменных, необходимо, разумеется, потребовать, чтобы 
определитель | о| был отличен от нуля. 

Еслн мы хотим, чтобы замена переменных помогла нам как-либо 
упростить уравнение (Ш.1), мы можем вместо этой задачи рассмо- 
треть другую задачу об упрощении вида квадратичной формы (Ш.8) 
при помощи замены перемемных (Ш.9) с вещественными @у-
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Такая задача встречается в курсе аналитической геометрии при 
упрощении уравнений поверхностей 2-го порядка. Здесь эта задача 
будет ещё проще, так как мы не связаны ортогональностью пре- 
образований, и нам нет надобности требовать, чтобы в простран- 
CTBE Pi, Poy +++) Py направления осей 41, до, ..., 9» были ортого- 
нальны. 

В курсе линейной алгебры доказывается, что всегда можно вы- 
брать коэффициенты преобразования таким образом, чтобы квадра- 
тичная форма (Ш.8) приняла вид 

2 2 n 

У > AyD sp; = > keyg, (11.11) 
i=1j=1 L=1 

где А, — некоторые числа, положительные или отрицательные. 
Справедлива следующая 
Теорема 1. (Закон инерции квадратичных форм.) Каким бы 

способом ни производить приведение квадратичной формы (Ш.8) 
к виду (Ш.1Т) с линейно независимыми 491, 4, .-., In» При этом 
всегда остаётся неизменным число положительных коэффициен- 
mos среди ky, Ro, ..., А» а также число отрицательных коэф- 
фициентов. 

Отсюда, между прочим, следует, что число коэффициентов &,,, He 
равных нулю, также одинаково при всех представлениях (11.11). 

Теорема эта также доказывается в курсах линейной алгебры, но 
мы приведём здесь её доказательство. 

` Приведя нашу форму двумя способами к сумме квадратов, мы 
получим равенство 

я п 

Зв = Урьть, (11.12) 
1—1 $==1 

где т, и 49; —координаты пространства, выбранные в обоих слу- 
чаях, связаны между собой линейными соотношениями 

и 

ть — 2 Paid Ie 

Допустим, что число положительных А; больше, чем число поло- 
жительных р,. Приравняем нулю все те 9, коэффициенты при квад- 
ратах которых не положительны (отрицательны или равны нулю). 
Если считать, что 

kya koe eee 2, >02 А, 2 о 2 ... 2 Аль 

ТО ПОЛОЖИМ 

Veet = уе ==... ==0, = 0. 

Приравняем теперь пулю все те тш., коэффициенты при квадра- 
тах которых в правой части (Ш.12) положительны. Мы получим



40 КЛАССИФИКАЦИЯ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 2-ГО ПОРЯДКА [л. Ш 

таким путём систему уравнений для определения 41, 45, ..., @,.. 
Ввиду того, что число этих уравнений меньше, чем число неизве- 
стных, мы можем всегда найти решение этой системы, в котором 
HE BCE Gj, 45, ..., 9, обращаются в нуль. Подставляя эти значения 41, 
Чо, ..., @, В уравнение (01.12), мы видим, что левая часть его будет 
положительна, а правая неположительна, следовательно, равенство 
(11.12) не имеет места, и наше предположение неверно. 

Теорема доказана. 
Эта теорема позволяет получить классификацию уравнений в ча- 

стных производных 2-го порядка. 
В каждой точке пространства переменных (х,, х5, ..., Х„) мы 

можем совершить замену независимых переменных р; таким образом, 
чтобы в этой точке форма 

Re п 

УХ Ар, 
$—11=1 

превратилась в сумму квадратов с некоторыми коэффициентами: 

з ` 

2 

4=1 

Далее, простая замена 

4; —= у Ry |r; 

превращает нашу форму в выражение 

р mM 

Se Y gh (11.13) 
1—1 $==7-|-] 

где г—- число положительных коэффициентов №,, а т — общее число 
коэффициентов, не равных нулю. 

Допустим теперь, что подстановка (Ш.9), приводящая основную 
форму (Ш.8) к виду (Ш.13), найдена и записывается формулами 

nN 
* 

В+ = 2 Lind kee 
==1 

Введём линейную замену независимых переменных х1, Хо, ..., Хь 

в нашем пространстве с помощью формул 

з 
м 

„Ук = 2 Ani Vi. 

* 

При этом в формуле (Ш.б) apg; ay; HW, слеловательно, в рас- 

сматриваемой точке пространства Bce A;,; при 1-2 будут равны
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пулю, а А; — либо —=1, либо нулю. Совокупность членов уравнения, 

содержащих вторые производные, примет вид 

  

у m 

У 02и Ou 
2 9 ° 

ja Di trl OY; 

Если уравнение (11.1) имеет постоянные коэффициенты, то линей- 
ная замена переменных переведёт его снова в уравнение с постоян- 
ными коэффициентами, Следовательно, мы сумеем в этом случае во 
всём пространстве привести уравнение к такому виду, когда в новых 
координатах все коэффициенты при смешанных производных 2-го 

порядка обратятся в нуль, а коэффициенты при тех производных a , 
e $ 

которые не обратятся в нуль, будут равны == 1. Этот вид мы будем 
называть каноническим. 

Как мы увидим в дальнейшем, характер уравнения 2-го порядка 
полностью определится числом г положительных и числом $ отрица- 
тельных коэффициентов после такого преобразования. Если мы будем 
рассматривать уравнения с переменными коэффициентами, то такое 
приведение к каноническому виду сразу во всём пространстве ста- 
повится невозможным, и мы вынуждены будем ограничиться приведе- 
нием к каноническому виду в каждой точке пространства отдельно. 
При этом в различных точках мы будем получать, возможно, разные 
значения чисел г и $. Бывает удобно, разбив пространство на части, 
где ги $ постоянны, исследовать уравнение порознь в каждой части. 

Введём теперь понятие о типе уравнения в частных производных 
2-го порядка. В области, где ги $ сохраняют постоянные значения, 
мы будем говорить, что уравнение принадлежит к типу (г, $); оче- 
видно, что типы (г, $) и ($, г) по’ существу совпадают, так как 
перемена знаков у всех коэффициентов меняет г и $ местами. Урав- 
нение колебаний струны имеет тип (1, 1) при п =2. Уравнение коле- 
баний мембраны относится к типу (2, 1) при п==3. Уравнение пере- 
дачи тепла принадлежит к типу (3, 0) при п =4, уравнение Лапласа — 
к типу (3, 0) при п=3. 

Мы будем называть тип (и, 0) эллиптическим типом, типы (г, $), 
где r-+-s==n, $ > 0, г>> 0, гиперболическими. Из них тип (п — 1, |) 
мы будем называть нормально-гиперболическим. Типы (г, $), где 
г-- $ < п, будут называться параболическими. 

Нормально-параболическим назовём тип (п — 1, 0). Параболиче- 
ские типы, где $ —=0, будут называться эллиптико-параболическими, 
а типы, где г>0и $0, — гиперболо-параболическими. 

Уравнения колебаний струны и мембраны ([.9) и (1.13) приналле- 
жат, очевидно, к нормально-гиперболическому типу, уравнепие тепло- 
проводности (1.19) —к нормально-параболическому, а уравиение 
Лапласа — к эллиптическому. 
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В нашем курсе мы ограничимся лишь изучением нормально-гипер- 
болического, нормально-параболического и эллиптического типов. 
Все уравнения, рассмотренные нами в лекции |, имели канонический 
вид и относились именно к этим типам. Мы видим, таким образом, 
что эти уравнения не сводимы одно к другому вещественными пре- 
образованиями координат и что каждое из них является в некотором 
роде типичным. . 

Замечание. Координатная система, в которой уравнение при- 
нимает канонический вид, не является единственног. 

ди ди 
——= остаётся инва- 

Ox; ax mt 

риантным при любом переносе начала координат и ортогональном 
нреобразовании координат. 

В самом деле, коэффициенты Ам после такого поворота будут 
иметь вид 

  

Уравнение Лапласа Аи = 

  

   

nr 

Ан = Хоа, 
4==1 

где 
ду k > 

As = OX; = COS (Vx, x4), 

и, так как в силу условий ортогональности 

n 1(k=D, — [(1(k=D, 
Beata 6 (2-1, ^ = 0 (k#)), 

что и требовалось доказать. Преобразования независимых переменных, 
оставляющие волновое уравнение инвариантным, носят название пре- 
образований Лоренца. Они играют важную роль в теории относи- 
тельности. 

$ 2. Канонический вид уравнений с двумя независимыми 
переменными. 

Как мы видели, уравнение с переменными коэффициентами всегда 
может быть приведено к каноническому виду в отдельной точке про- 
странства. Если число независимых переменных больше двух, то 
привести уравнение к каноническому. виду во всей области задания 
уравнения можно лишь в исключительных случаях. Однако уравнение 
с двумя независимыми переменными всегда может быть приведено 
к каноническому виду во всей области изменения независимых пере- 
менных. Рассмотрим этот вопрос подробнее. В случае двух перемен- 
ных сумма членов, содержащих вторые производные, может быть 
записана в виде 

Lu Alt = q+ 2B 55 о С° aa
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Мы будем называть эту сумму главным членом оператора 2-го по- 
рядка. 

Оператор Lu после перехода к новым переменным E== E(x, у), 
4 = (>, у) примет вид 

п Ау Вх + 0(3) 5 + 
аа ое 

+[4 (ae a) ie ote НЕ et ap 
= Lu el Se 

Через Ри здесь 7 овначен главный член оператора в новых пере- 
менных. Для того чтобы после преобразования координат уравнение 
имело канонический вид, необходимо, во-первых, чтобы обратился 
в нуль коэффициент при смешанной производной 

By = Ae on во ae) + Cx St 

  

Ox OX дх ду ‘ дхду дуду 

и, во-вторых, чтобы имело место равенство 

А, — == 12 

если уравнение принадлежит эллиптическому или гиперболическому 
типу, и А, =0 или С, =0, если уравнение параболического типа. 

Из курса аналитической геометрии известно, что канонический 
вид формы 

Ар*-- 2Вра-|- С4* 
коэффициенты которой преобразуются так же, как коэффициенты опе- 
ратора Ги,. определяется знаком её дискриминанта 

А = В*— АС, 
а именно: 

если А < 0, форма эллиптическая и приводится к виду /*-|- 72; 

если Д>> 0, форма гиперболическая и приводится к виду “ — 7; 

если Д =0, форма параболическая и приводится к виду /®. 

В последнем случае мы исключили возможность полного выро- 
ждения формы (А ==В =С==0). Рассмотрим сначала параболический 
случай. Если А=0, ro В*==АС и, значит, по крайней мере один 
из коэффициентов А и С ие равен нулю. Пусть А-Е0. Положим 

В С 

=д=р.
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(Если В =0, то и С=0 и, значит, уравнение уже имеет канони- 
ческий вид.) Имеем: 

ди о) a(t te HS 
malty + ete 4 c(t) «(ний дх ду 

Ao On Of On , On OE co On _ 

В: = Ах дх ГВ (555 дуг 59%) С Oy oy 
On On 

=A(S +455) (ae +” 35): 
Для того чтобы обратились в нуль коэффициенты В, и С, одно- 

временно, достаточно положить 

On on 
дж Г ду = 0. (11.14) 

Уравнение (1.14) есть уравнение 1-го порядка для неизвестной 
функции 9 (х, у). Любое из решений этого уравнения мы примем 
за новое независимое переменное чу. В новых переменных &, \ главный 
член уравнения примет вид 

071 
A; aE ° 

Коэффициент А, нигде не может обращаться в пуль, так как ни Л, 

НИ с ke a B ve He о обращаются В самом деле, А -Е 0 по условию, 

а выражение & = k = могло бы обратиться в нуль лишь в тех точках, 

где линии &==с01${. и ц==с01${. параллельны, а таких точек быть 

не может. Разделив уравнение на А/, приведём главный член к виду oe 

Полезно отметить, что уравнение (Ш.14) определяет лишь семейство 
линий 7] = соп$+., причём остаётся некоторый произвол для выбора 
функции &(х, у). 

В случае, если уравнение 2-го порядка в частных производных 
принадлежит к эллиптическому или гиперболическому типу, легко 
добиться обращения в нуль коэффициента В,. Полное приведение 
к каноническому виду уравнения эллиптического типа является слож- 
ной задачей, на которой мы не будем останавливаться. Уравнение 
гиперболического типа, как мы сейчас покажем, всегда легко пре- 
образовать к каноническому виду. 

Разберём вначале случай, когда линейное уравнение второго 
порядка с двумя независимыми переменными не принадлежит к пара- 
болическому типу и коэффициент А не обращается в нуль (случай 
С Е0, А=—=0 рассматривается аналогично; случай А=С==0 мы 
выделим особо). Итак, пусть А-Е0. Положим 

=, 1==0(х, У).
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0; 0$ 
Тогда у == 0, ах == 1» и условие обращения коэффициента В, 

в нуль: примет вид 

On On ox + В ду =0. (11.15) 

Принимая опять за ч любое решение уравнения (1.15), получим 
систему координат, в которой уравнение имеет требуемый вид. 

Этот вид не будет каноническим, так как в этой форме коэф- 
фициенты при вторых производных, вообще говоря, не равны поло- 
жительной или отрицательной единице. 

Гсли А =С==0, то уравнение имеет главный член вида 

ди 

дх ду 
и является гиперболическим. Легко видеть, что в этом случае оно 
приводится подстаповкой 

б=ех-ру, ч=х--у 
к каноническому виду 

ди __ ди 
02 yz | 8 8 

Из этого видно, что приведение гиперболического уравнения 
к виду 

02 
дх ду —... 

решило бы полностью пашу задачу. Кроме того, во многих вопросах 
имепно этот вид является наиболее удобным, поэтому мы посвятим 
ему особый параграф. 

$ 3. Второй канонический вид гиперболических уравнений 
с двумя независимыми переменными. 

Вторым каноническим видом для уравнепий в частных производ- 
ных 9-го порядка гиперболического типа с двумя независимыми пере- 
менными называется такая форма уравнения, при которой оно не содержит 

производных gM И ofa р 0x2 ду? ° 

Из формул предыдущего параграфа вытекает, что для приведения 
уравнения к этому виду нужно найти функции &(х, у) и 1(х, У), 
удовлетворяющие .уравнениям 

anal 420% B+ c(h ma 
— dn On ony C= A(5 oy ops (Ft) =0,
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Эти уравнения, по сути дела, совпадают, ноэтому нам нужно найти 

два пнезависимых решения одного уравнения. Это уравиение может 

быть написано в виде 

ox\? On 
Ox Ox 

A 9х TBs Te=0, (Ш.16) 

ду ду 

где через у обозначена одна из функций &, 1. Вдоль линии x = const, 
мы имеем 

Ox 
ау _ 0х 

ах OX’ 
ду 

поэтому уравнение (П1.16) переписывается в виде 

Ay’? — 2By’ +-C=0. 

В таком виде оно представляет собой квадратное уравиение отно- 
сительно у”. Условие В? — АС >> 0 обеспечивает существование двух 
различных вещественных корней 

‚ В+ У8— АС. 
J, A , 

,  B—VBiI—AC { 
У — А . 

  

(111.17) 

Взяв интегральные кривые первого и второго из уравнений (Ш.17) 
соответственно за линии & = const. H у == соп$., мы получим реше- 
пие нашей задачи. 

$ 4. Характеристики. 

Введение соответственно подобранных переменных & и т избавило 
нас в уравнении гиперболического типа с двумя переменными от чле- 

O7u O4u 
содержащих — и =. 

В общем случае п переменных мы также могли бы, выбрав коор- 
динаты у,, Ус, ..., Уи Добиться, например, того, чтобы в уравнение 

2 . и .- 
не вошёл член, содержащий aye Мы видели, что коэффициент при 

я 

этой производной выражается формулой 
n й п я 

= у 1 ay, a 
Ay = У, У, Араша; = У У Au Ser Oxy (1.18) 

t=] j=l 1 =1 j=! 

Рассмотрим поверхность 

У: (хи, No, see) Xn) = 0,



§ 4] ХАРАКТЕРИСТИКИ 47 

предполагая, что справедливо, неравенство 

Oy 
У (4) > 9, 
i= 

которое обеспечивает отсутствие особых точек на поверхностях 
У! (%1, Lor «+ +) Xn) = соп$+, Это условие может быть выполнено всегда, 
если поверхность у, =0 достаточно гладкая и семейство поверхно- 
стей у, =С, при переменном С, заполняет некоторую часть простран- 

ства. Любая гладкая поверхность с уравнением ® (х1, хо, ..., Хи) =0 
может быть принята за поверхность у, = 0. 

Рассмотрим условие обращения в нуль коэффициента Ay на по- 
верхности у, = 0. Из курса дифференциального исчисления известны 
формулы 

a 

ИЗ (ax) 
re cos (их) обозначает косинус угла между пормалью к поверхности 

у; =0и осыо х;. Уравнение Ay — 0 переписывается таким образом 
в виде 

  соз(их;) = 

п n 

> > Аз; с0$ (1х4) с0$ (пх,) = 0. 
$==11==1 

Это уравнение показывает, что обращение А; в нуль на поверх- 
ности у, =0 есть индивидуальное свойство этой поверхности, совер- 
шенно не зависящее от выбора переменных Ус, Уз, ..., Уж. 

Определение. Г/оверхность 

У (%1 Хо +... Хи) = Cp 

называется характеристикой уравнения (Ш.Т), если при замене 
переменных Xy, Xo, «00, Xn HA переменные Yi, Voy e+) Vy» 208 
Voy +++) Yn — произвольные GPYHKYUU X14, Xqy ..., Х,, коэффициент é a 
A,, при ae обращается в нуль при У. = Cp. 

2 
1 

Нетрудно проверить, что уравнения эллиптического типа не имеют 

вещественных характеристик, ибо Ay, представляет собою положи- 
тельно определённую квадратичную форму относительно а и не может 

обратиться в нуль. 
Если для уравнения 

nn n 

о > Ayssagt +¥ В: 5 ig PCH FP 
mt je 

поверхность х,==0 ‘есть  арактеристика, т. е. Ан | о =0, то 

это уравнение представляет собою дифференциальное уравнение,
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ди | 

OX; xv,=0 

сать его при х; ==0 в виде: 

п 
Ал д / Ou 

7 » Ault ACS y= Jt у у 45 =0 woe Е, (a 4 |p, =0) + 
42 ~~ 

n 

ди 7 д 
+ В, lamo( Sax | _.)+ У, Bi lomo Dy Е 

+ Cl yo (le, <0) =F ly aor (HI-19) 

Задачей Коши для уравнения 2-го порядка в общем виде назы- 
вают задачу о нахождении решения этого уравнения, удовлетво- 
ряющего на некоторой поверхности $ условиям: 

. Ou 
и [5 = Фо; диз 1 

связывающее “|. . В самом деле, мы можем перени- = 

  

Мы видели выше на примерах, что к этой задаче приводит, в част- 
ности, рассмотрение колебаний струны или мембраны, когла`в пачаль- 
пый момент времени задаются положепия и скорости частини колеблю- 
щегося тела. 

Нолезно заметить, что, вообще говоря, нет надобности задавать 
ди 

имепио нормальную производную 5.) . В самом деле, задапие самой 

псизвестной функции на 5 позволяет определить все её производные 
в касательной плоскости, а знание нормальной производной позво- 

ляет найти значение градиента функции на поверхности 5. Этой же 

цели мы достигнем, если нам будет известна в каждой точке поверх- 
ности производная от и по любому некасательному направлению. 

Из равенства (1.19) следует, что в случае, когда поверхность 
ди 

х,==0 есть характеристика, и|, и 9х не являются не- 
~~ 1 жа =0 

зависимыми функциями переменных Хо, х., ..., Xy, и задачу 
Коши для этой поверхности х,==0 ставить нельзя, ибо, задавая 

ди .. 
мы придём к противоречию с урав- произвольно и|, си 9х. , 

uo 115 =0 

нением (11.19). 
Предыдущие рассуждения показывают, что на характеристических 

поверхностях нельзя задавать произвольно функцию и какую-либо 
составляющую градиента, не лежащую в касательной плоскости.



ЛЕКЦИЯХ. 

УРАВНЕНИЕ КОЛЕБАНИЙ СТРУНЫ И ЕГО РЕШЕНИЕ 

МЕТОДОМ ДАЛАМБЕРА. 

$ 1. Формула Даламбера. Неограниченная струна. 

Приводя ко второму каноническому виду уравнение свободных 
колебаний струны, т. е. уравнение колебаний в отсутствии внешних 
поперечных сил 

=, (1.1) 

где 4 = И-, мы положим 

é= x — at, ! (1V.2) 

nae x at. 

Тогда уравнение (ТУ.Т) примет вид 

м 0, (1\.3) 

  

08 01 

Решение уравнения (Г\/.5) легко получается в общем виде, ирн- 
чём это общее решение, в противоположность тому общему положе- 
нию, о котором мы говорили в лекции П, позволяет также легко 
получать решения различных конкретных залач. 

Из (1\.3) имеем: 

д & д 

BE oq № 
откуда 9 

и f 
aq = Yo (7), CV. 4) 

где 1. (1) -— произвольная функция. 

Из (1\.4) находим: 

= be (a) + 41 (8), 

qo Sax. 1996. C. Jl. Covones,
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rae %, (&) — произвольная функция. Возвращаясь к переменным х, & 
получаем: 

и =, (х— ай + do (x + ад. (IV.5) 

Полученное решение зависит от двух произвольных функций $, 

и Ф.. Оно называется решением Даламбера. 
Для того чтобы решить ту или иную задачу математической 

физики, мы должны лишь в каждом конкретном случае опреде- 
лить Ф, и фо. 

Рассмотрим прежде всего задачу Коши для неограниченной 
струны, т. е. задачу отыскания решения, удовлетворяющего условиям 

и |= 0 == Фо (x); 

ди (IV.6) 
va ico 21 (x). j 

Подставляя формулу (1У.5) в (1У.6), будем иметь: 

Ч: (4) Е (%) = $0 (%), 

— а (х) + ae (x) = 4 (2), 
откуда 

— ar, (x) + ag (x) = f 91 (x) ax + aC, 
0 

где С— произвольная постоянная, или 

„. 
1 ] 

фи (x) = = Фо (х) — | фа (х) а«—С]| 
. : 

| if ее) = [вх [в бдах- |. 
() 

При этом 
Tm ih 

J | i f | 
Ц = (x — al) — — | 91 (Y) dy — C-b Gy (% + at) + 

" «-- Qi , | 

+4 { awatel, 
0 

и окончательно получаем формулу 
Фа 

и Фо (Хх — ul) + Gq (¥-F at) += | 9; (») ay). UV.7) 
w— alt
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Очевидно, что полученное решение удовлетворяет уравнению (LV.1), 
а также начальным условиям. Способ вывода (1У.7) доказывает 
единственность решения поставленной задачи. Несомненна, далее, 
корректность постановки задачи. Для каждого => 0 мы можем 

указать такое ц, что если мы заменим $ (х) и $1(х) на of) (x) 

и gh? (х) так, что 

|0 (2) — 9 09 |<, |9, (*) — 90 (*) [< т, 
то разность между новым решением и первоначальным будет по 
абсолютной величине меньше = на любом конечном отрезке времени. 
Таким образом, решение задачи зависит от начальных данных не- 
прерывно до порядка (0,0). Полезно проследить несколько подроб- 
нее качественную картину колебания неограниченной струны. Раз- 
берём несколько простейших случаев. 

Случай 1. Функция ©, (х) тождественно равна 0, функция $5 (Х) 
отлична от нуля лишь в конечном промежутке —А < х- А. 

Решение (Г\.7) выражается при этом формулой 

1 = 5 [99 (x — at) + g(x + af]; 
1 

слагаемое -5 Фо (х—а0) есть постояниое по форме возмущение, пере- 

двигающееся со скоростью а в положительном направлении по оси х. 
Это ясно из того, что, 
поместив начало подвиж- dl 
ной системы координат & | ts 
в точке ар т. е. пола- YN 

ran §== x — ail, мы будем OE — £ 
видеть возмущение по- 

  

стоянным. — Аналогично, и 

слагаемое 5 G(x at) | 12а 

есть лакое же по форме a To . 
возмущение, идущее в ^А-0( A-al | -kerat heat 
другую сторону. Возму- 
щения эти называются Черт. 4. 
волнами. Первое — пря- 
мая волна, а второе — обратная волна. Вначале волны налегают одна 
на другую, а затем расходятся и потом всё больше разбегаются в 
разные стороны друг от друга. 

В каждом месте струны после прохождения обеих волн (и для 
точек, лежащих вне области начального возмущения, после про- 
хождения только одной) воцаряется покой. Схематически вид возму- 
щённой струны изображён на черт. 4. 

Случай 2. Функция Ф,(х) тождественно равна нулю, а $, (х) 
отлична от нуля лишь в конечном промежутке — < х < Е. В таком 

43
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случае говорят иногда, что струна ие имеет начального возмущения, 
а имеет лишь начальный импульс. 

Рассмотрим функцию Ф,(х), первообразную для $, (х), равную 
нулю при значениях х в промежутке —со <“ х<—Е. При хр» № 
она будет равна некоторой постоянной, значение которой, вообще 

говоря, отлично от нуля. Оче- 
видно, эта постоянная равна 

  Не k 

aan 2 | 169 4х. 
—k 

| all |: 

Формула (ГУ.7) даёт: 
-HK | А 

di k 
to a= 5-18 (x-+ at) — &(x—al)], 

__ L В этом случае по струне опять 
~k-at K+at бегут две волны — одна прямая и 

- одна обратная. Волны эти будут 
|срт, 5. огличаться лишь знаком одна от 

другой. 
Там, где обе волны — и прямая, и обратная — уже прошли, 

струна примет положение покоя, но не вернётся, вообще говоря, 
к исходному положению, так как Хх > и Ф(х-- 01 будет 
при этом равна постоянной, a «—at<k u Ф(х— а) равна нулю. 

В струне останется так называемое остаточное смещение. Форма 
отклонения струны в этом случае изображена на черт. 5. 

Легко убедиться в том, что можно было бы так задать началь- 

ное возмущение и начальную скорость струны, чтобы получить 
волну, идущую в одном направлении. Для этого нужно лишь, чтобы 
обратные волны, вызванные начальным смещением и начальным 
импульсом, отличались одна от другой только знаком. 

  

. $ 2. Струна с двумя закреплёнными концами. 

Рассмотрим теперь струну с закреплёнными концами и будем 
искать решение при условиях (1V.6) и условиях 

Ul np =O Hn “|,2,== 0. 

Функции $ (х) и $®,(х) в этом случае, очевидно, будут заданы 
только в промежутке 0% хх /. 

Возвращаясь к формуле (1У.5), мы видим, что нужно опре- 
делить $, (х) в промежутке от — со до Г а %(х) в промежутке 
oT 0 no -+- oo, Подставляя в решение (1\.5) х==0 и х==А получим: 

Py (— at) + Yq (at) = 0, 

9: (2 — at) + $y (7 at) = 0 (IV.8)
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ИЛИ 
у (— 4 } = 0, 0 < ; 
94 (- х)-- 72 (xj ad < со (IV.8’) 

9 ([- 4) + 2) = 0, —l< x <0. 

Всякие две функции $, (х) и %.(х), удовлетворяющие (1\.8’”), дают 
решение поставленной залачи. 

Первое из условий (1\.8’) позволяет выразить функцию %5(х) 
при положительных значениях аргумента через $, (х) при отрица- 
тельных значениях аргумента. Подставляя значение функции $5 (Хх), 
определяемое из первого условия, во второе, получим: 

фа ([—х) —$(С-х— 20 =0. (IV.9} 

Эта формула говорит нам, что функция %, (х) должна быть перио- 
дической с периодом 2{Г во всей области, где она нас интересует. 

Рассматривая систему (IV.8’) как систему уравнений с двумя 
неизвестными функциями, мы видим, что первое из этих уравнений 
можно рассматривать как определение $.(х). Очевидно, что эта 
система полностью эквивалентна уравнепию (1.9), удовлетворение 
которого обеспечивает удовлетворение второго из уравнений (1У.53). 
Формулируем полученный результат. 

Нами доказано, что всякое решение уравнения (1.1) при усло- 
виях ([У.8) выражается через произвольную периодическую функ- 
цию Ф, (1) с периодом 24 заданную в промежутке —со% хр ио 
‘формуле 

“=v, (x — at) —, (— x — at). (IV.10) 

Не ограничивая общности, можно распространить ф, (х) на всю иря- 
мую —со «х<-- со. При этом формула (1У.10) для промежутка 
—со«х< -- со даёт то решение задачи колебания неограничен- 
ной струны, которое на отрезке 0 < х <]! совпадает с искомым 

Полагая в (1[\.10) 1=0, видим, что 

и [pg == by (x) — (— Хх), 

ди 
O leo 2 № (9) —Ф (- 4). 

Ho &, (x) —%,(— x) есть, как легко видеть, нечётная функция, 
имеющая, по доказанному, период 2, Такую функцию легко по- 
строить полностыо по её значениям на отрезке 0 < хр где имеем 
равенство 

D4 (x) —$,(— *) = G(x), OS xX <. 

Аналогично, исходя из равенства 

— 4% (х) 4%. (—-х) =9,(х) при 9 < х<Ь
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легко построим —а[$, (x) —, (— x)] Beane Kak нечётную периоди- 

ческую функцию. Это равносильно продолжению функций $ (х) и 
Ф. (х) на всю прямую нечётным периодическим образом. 

После того как функции $ (х) и $.(х) построены на всей пря- 
мой, %,(%) можно без труда найти таким же образом, как мы 
это делали в случае неограниченной струны. 

Отсюда следует, что решение нашей задачи должно выражаться 
той же формулой (ТУ.Т), если в ней считать Фу (х) и $, (х) нечёт- 
ными периодическими функциями. Формула (1\У.7) действительно 
даёт искомое решение, так как из нечётности начальных условий 
следует, что и|.-,==0; точка же х==/ ничем не отличается от 
точки х == 0. 

Необходимо сделать. одно важное замечание. Строго говоря, 
функция, даваемая формулой (1У\.5), будет удовлетворять уравнению 
в том случае, если $, (х) и 95(х) непрерывны вместе со своими 
производными до 2-го порядка. 

Возникает вопрос, `будет ли полученное нами решение облалать 
этим свойством. 

Очевидно, это можно гарантировать, если Фо(х) и $. (х) после 
своего продолжения будут удовлетворять этому условию. Слушатели 
могут сами проверить, что для этого необходимо иметь 

Gy (1) = Go (2) = $9 (0) = 4 (0) = 9, 

Ф: (0) == $, (0) =, (0) = и (0) =0. 

Однако можно рассматривать и функции, не удовлетворяющие всем 

этим условиям. Тогда приходится соответствующим образом обобщить 

класс рассматриваемых решений уравнения (Г\.1). 
Этот вопрос мы рассмотрим позднее. 

$ 3. Решение задачи для неоднородного уравнения 
и для более общих граничных условий. 

Рассмотрим теперь. более общую задачу. Пусхь требуется пайти 
решение уравнения 

ди 1 ди 

  

  

в —тов=Р (х, 4) (IV.11) 

при условиях 

о [Во 9, | 
a aul } (iV.12) 

{ut lear t 8 5e |, p= 2 

И 

#10 = Фо (x), 

Olt (IV.13) 

  

бо Pp, (x).
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Отметим, что решение ищется в области, определяемой неравенствами 
O0<x <1 n0<t. 

Прежде всего заметим, что легко построить некоторое частное 
решение уравнения (Г\.11), не удовлетворяющее, правда, условиям 
(1V.12) u (IV.18). 

Вводя переменные 5. 1] 
Би т, при помощи ‘ 7s 5 и 
формул ND fh 

c= x -—at, Г 

yx + at (IV.14) 

  

  

4Ё CN 

преобразуем  уравне- 
ние (1.11) к виду 

чае = 96,1. \15 о ООВ: 
  

os
! 

O6nacTh U3MeHeHHH e+ 

ременных ЕЁ и 7 будет: 

4—#>0, (№16) 
о<Ея< 28 (\.17) С 
на чертеже это будет Черт. 6. 

полуполоса (черт. 6). 
Продолжим функцию О(ЕЁ ч) совершенно произвольным образом 
за обе прямые 

b+ 4 = 0, 

onpenenus e& so Beet TonynnockocTu (IV.16). Если мы найдём реше- 
ние уравнения (ТУ.15} во всей полуплоскости, то оно, очевидно, 
будет удовлетворять нашему уравнению и в полосе, определяемой 
неравенствами (1\.16) и (ТУ.17). Будем искать частное решение ®, 
уравнения (Т\.15). Полагая 

a — 2(E, 1), (IV.18) 

    

из (1\.15) получим 

частное решение (Г/.19) имеег вид 

2 д =1 [9,9 4%. (1.20) 
7q
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Далее, частное решение (Г\.18) будет: 

0 

v= { 2(& Bap (IV.21) 
Е 

или, сопоставляя (1.20) и (ТУ.21), имеем частное решение уравне- 
ния (1.15) в виде 

q 

[к ое] 9-1 [96 Ва | 48 (1\.22) 
$ 

Интеграл (1У.22) взят по области 

Ea B< 4, 

которая представляет собой треугольник АВС (см. черт. 6), rue 
координаты точки А будут ё и 1. 

Иначе 
1 é 

9 =—--| | О (а, В) 4х 48. 
4J. 
SABC 

Samerum теперь, что этот интеграл разбивается па сумму грёх 
других: 

=—4( loc, p)daap—4\ (aca, В аа а8— 
ACEG АРВЕ 

\ о, у 
ADFGE 

(обозначения понятны сами собой). 
Треугольник СЁЕС зависит только от координаты Ё точки А, 

а треугольник ОВЕ — только от координаты \ этой точки. Точка А 
берётся внутри полуполосы. 

Следовательно, 

—1 ое, —4 ||. Ва а8 ==, (9). 
ACLG 

Если функция 9, удовлетворяет ypaBHennto (IV.15), To u dynKuna 

VU =U, —W, (6) — щ. (1) = — 196, В) аа ав (1V.23) 
ADFGE 

будет удовлетворять тому же уравнению.
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«сли преобразовать в интеграле (1.23) переменные, вернувшись 
к хи р мы получим: 

  

D (а, D4) —а 

  

D (x, b) 1 al 2a, 
откуда 

9=—5 | | р (х, ах (IV.24) 
ADFGE ° 

где АДРЕСЕ имеет вид, изображённый на черт. 7. 
Решение поставленной задачи мы будем искать в виде частного 

решения неоднородного уравнения и решения однородного уравнения, 
удовлетворяющего предельным условиям. Для 
этого введём вместо и новую искомую функ- A 
цию по формуле 

= и— 9. (IV.25) 

Тогда функция чо булег удовлетворять одно- 
ролному уравнению колебаний струны и 
условиям того же типа, что ([У.12) и (1.13). 

Рассматривая задачу, мы можем с самого 
начала считать, что р(х, #) =0, а условия 
(1У.12) и (1У.13) считать уже преобразован- 
ными по формуле (IV.25). 

‚ Наша замена не нарушает единственности 
и существования решения. Если задача в пер- 
воначальной постановке была корректной, то 
она остаётся такой же и после замены. В самом деле, решение Ww 
непрерывно зависит от начальных условий. Новые условия для w 
будут непрерывно связаны с 9 и, следовательно, с функцией р (х, (). 
Поэтому малые отклонения в р(х, 0, Ги, [о булут давать малые откло- 
нения в решении и. 

Решение уравнения 

  

  
Черт. 7. 

° д2и 1 0 

дя — чан — 0 (У.1) 
можно искать опять в прежней форме: 

и ==, (х— al) - (x + al). (IV.5) 

Начальные условия (Т\.13) позволяют, как и в первой задаче, опре- 
делить функции $, (Хх) и %(х) в промежутке 

Ох. 

Функция и определяется при этом в треугольнике, пежащем в полосе 
и опирающемся на ось абсцисс (#_>> 0) черт. 8,
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Посмотрим, можно ли удовлетворить условиям (1\.12), выбирая 
нужным образом продолжение ф, (1) и 4$. ({) во всей области, кото- 
рая нас интересует. 

Подстановка уравнения (1.5) в (1.12) даёт 

ap, (—at) + Bs (—at) + ap, (at) ~} Bs (at) = 1, (9, 

ty (2 — at) 4-84 (2 — at) + yy (L-+ a) + 3% (1-- ад = fo (8). 
В плоскости (х, 4) можно провести два ряда полос, параллель- 

ных прямым х — &=0 и х-- а/==0, в которых удовлетворяются 
неравенства 

(IV.26) 

—lk< x-—at<—I(k—1), ‚К 
mle <x--al<(m +1); {m} 

каждую такую полосу мы будем обозначать номером соответственно 
в квадратных или фигурных скобках (черт. 8). 

i nN 
{t} 

      
Первое условие (1У.26) позволяет определить значение {, в по: 

лосе [т], если известно значение Ф. в полосе {т — 1}, а второе 
позволяет определить значение Фо в полосе {К}, если известно $. 
в полосе [К—1], при помощи решения обыкновенного дифферен- 
циального уравнения с постоянными коэффициентами. Для этого 
достаточно, например, обозначить в первом из уравнений (1\.26) 
— 41 через Ё, после чего оно получит вид 

ad, (+ 6H ) =— a (—)—PH(—-N-+4(—4), avn
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а во втором из уравнений (1\.26) положим / — а1 == преобразуя его 
к виду 

19. © -- 8$, (9 = — 1% (1—9 — 8% (2/— 8) +f (=). (IV.28) 

SHai % B {O} mw pemaa ypaBHenue (IV.27) относительно ф., мы 
получим значения ф, в [1], а затем, решая (1.28) относительно %, 
мы .определим фо в {2} и т. д. Произвольную постоянную мы опре- 
деляем из условия непрерывности $; и 4. 

Так же точно, исходя из значений $, в [0] и решая уравне- 
ние (1\.28), получим значения фо в {1}, а затем, решая (Т\.27) отно- 
сительно {ф,, мы получим значение $Ф, в [2] ит. д. 

Ясно, что таким образом можно удовлетворить всем поставленным 
условиям. 

При этом не вызывает сомнений пи вопрос о существовании и 
единственности решения задачи, ни вопрос о её корректности. 

Единственное обстоятельство, которое нам нужно будет проверить, 
заключается в том, что не ясно, будут ли построенные нами функ- 
ции {. и`Ф. допускать непрерывные производные 2-го порядка. 

Мы предоставим слушателям вывести необходимые и достаточные 
условия для этого и ограничимся замечанием, что, расширяя класс 
решений уравиения (ГУ.1), можно отбросить требование непрерывно- 
сти вторых производных функций ф, и %.. 

Уравнение струны и аналогичные ему уравневия гиперболического 
типа с двумя независимыми переменными часто встречаются в разно- 
образных вопросах математической физики. 

 



ЛЕКЦИЯ V. 

МЕТОД РИМАНА. 

$ 1. Первая коаевая задача для гиперболических уоавнений. 

Для построения решения уравнения колебаний струны мы вос- 
пользовались основным свойством характеристик этого уравнения, 
позволившим сразу проинтегрировать уравнение (1У.3). 

Это свойство состоит в том, что уравнение (1У.3) на характеристи- 
ческой линии & = соп${. превратилось в обыкновенное дифференциаль- 

ди 
пое уравнение относительно функции бт с независимой переменной 1%. 

Поэтому функцию и нам удалось найти при помощи квадратур. Это 
же ‘свойство характеристик — наличие уравнений с меньшим числом 

переменных, связывающих значения неизвестной функции и её произ- 
водных, лежит в основе нескольких важных методов интегрирования 
уравнений в частных производных гиперболического типа. 

Рассмотрим уравнение вида 

ди дед Е аб, у Е В ине уни Е, у; (Ул) 
к такому виду, как мы видели, приводится любое линейное гипер- 
болическое уравнение с двумя независимыми переменными. Рассмотрим 
слелующую вспомогательную задачу. 

Пусть дано значение и на двух пересекающихся прямых, парал- 
лельных координатным осям (т. е. на характеристиках): 

ии, == $: (У); YTCv<, | (V.2) 
И уу == Фа (Х); %<х<а, 

причём $: (У) = Ф2 (хо). . 
Функции $, (у) и $.(х) предположим имеющими непрерывные 

производные 1-го порядка. 
Мы докажем, что уравнение (\У.1) имеет в прямоугольнике 

ж< ха, 

у<у<ё
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единственное решение, удовлетворяющее условиям (\.2). 
Положим 

ди ди 
x Gye (V.3) 

Уравнение (\.1) можно переписать в виде 

до Ow 
Oy =a = F(x, y)— a(x, y)u—O(x, y)w—cel(x, y)u.  (V.4) 

Отсюда сразу следует, что 

1 

чу = (я, 9-Е [Е (х, y)—a(x, y)o— 
Yr 

— b(x, y) W—C(X, у) и] dy, 

w(x, y)== w (x9) + fIF(x, —a(x, yo— | (9.5) 

—O(x, y)w—c(x, y)uldx, 

  Е 

и (х, у) == и (х, Yo) “Fb | w(x, у) ау 
И. } 

и, в силу (V.2), | 

ди ' 
U(X, Vo) = ay == © (x), 

| U=Yy 

ue 

W (Xp, Y) == 35 === ф! (у). 

    

Из (\.4) и (\.2) следует: 

0 (x, у) = } 

- Г [Е (х, у) — а (ху) 9—0. ую — с (х, у) ау, 
Ys 

w(x, y= © (y) + | (V.6) 

+ Г [F (x, y)— a(x, y) 9 — Цх, ую —с(х, у) ш ах, 
4 

Wy 

и (х, у) = 9a(*) -F Г ® ау. 
% ‘  
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Обратпо, всякое решение системы (\.б) удовлетворяег, очевидно, 
системе уравнений (\У.4) и второму из уравнений (\.3). Кроме того, 

д д 2 = oi (x) + [2 
у 

=) + | [F (x, y) —a(x, y)u— B(x, y)w—e(X, y) uj du=v. 

Yu 

Следовательно, удовлетворяется. и первое уравнение (\.З). Цалее 
u3 (V.6) слепует 

U \y—y, = Po (x), 
р y 

|, =o + fol бу [вв = 
Yy у. 

== фо (хо) ЧН; (У) — $, (м) =, VY). 

  

Итак, всякое решение системы (\.6) есть решение поставленной 
задачи. Из всего сказанного выше следует, что система (\У.б) экви- 
валентна уравнению (У.Т) при условиях (У.2). Решение системы (\.6) 
мы будем искать методом последовательных приближений. Пусть 

0 ==4:(%), 0 ==41(), Чи == о (Х). 

Мы положим, далее, 

$ 

Un == Pa (x) ++ 

u/ 

-|- Г [2 (х, у) — а(х, у) On 4 —O(X, VY) Wy 1 — 0(X, y) ty 1] ау, 

у: 

++ ПРО, —а (х, Y)Vq_ 1 O (XV) Wy ny — C( XV) ay aX, 

4 

Un = Pa (x) ~+- Г 9—1 ау. 

Yo 
  

Докажем сходимость последовательностей W,, U, WW, Для этого 
. . / ’ 

мы предположим, что все функции $.(у), 95(х), (у), 95 (х),
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Е (х, у), а(х, у), 0(х, У) и с(х, у) ограничены в прямоугольнике (\.2). 
Мы имеем: 

Ones —%u=— f L0G дит 
+ а Y)(@y— Ons) с (х, У) (и, — и, LY, 

| Wn yy == — | [а (х, у} (©„— 9.) | (V.8) 

$B, I) (yp 1) FOC I) Un — tn a] A 
. 9 

Иль — Uy =— f (w,,— Wy_1) dy. 

Y д   
Пусть [4 —и,_1р |9, — 91|, |, —\,„_.| удовлетворяют пе- 

равенствам: 

  

m1 (X EY — Xo — 0) -1 
[On—Vnowi|< К” As See , 

_ — XxX, — м )п-1 

1%, — Waar |<” ‘A ии Юо р (V.9)} 
  

| ty — Ln ot | < ket (x “+ У — Хи — Vo)?! , 

(#— 1)! 

где [а (х, у) |+ |2 (х, у) 1-Е |< (%, у)| < Ки А — некоторое постоян- 
ное число. 

При й =1 справедливость (\У.9) очевидна, если выбрать постояи- 
ную А достаточно большой. Покажем, что эти неравенства останутся 
справедливыми при замене п на и--1. Из (У.8) имеем, например: 

      

y 

Unni 77 Un lS | (Ja{+[ol|+]e|) KA Sop dy < 

1. 

  

4 

n [| (x-b y— x9 — yo)! 
< АР | (и — Di dy = 

; | 
лв (У — м — У) хо)" ъ (х -|-- У — ло— м)? 
== AK | я! п! < АК п! ‘ 

Так же оцениваются и остальные разности {\.9). 
Из оценки (V.9) следует абсолютная и равномерная сходимость 

рядов: 
со оо uXs = 

ug + Da (ty, — ив) Up + р (®„— Un1)s Wo -- PACT — Wy) 
n=l
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члены которых HO абсолютной величине меньше членов равномерно 
сходящегося ряла 

  

< n—1 (K+ Y— Xp — Ho)” =! 
A +A BK (7 — 1)! , 

n=1 

представляющего, как известно, функцию 

A+ Aek @ 49-2), 

Следовательно, и„, 9, и %„ в MpsmoyrompuuKe {x»><x<a, 
уж} равномерно стремятся к определённым ипределам. Пере- 

ходя к пределу в формулах (У\У.Т), видим, что предельные функции 
и, 9 и удовлетворяют (\У.6), и наша задача решена. Заметим, что 
мы с тем же успехом могли рассмотреть и случай, когда х < Xp, 
у < у. Все рассуждения от этого не изменились бы. 

Нетрудно установить единственность решения рассматриваемой 
задачи. Для этого достаточно проверить, что в том случае, когда 
Е ==0, $, (у) ==$.(х) ==0, система (У.6) не имеет других ограничен- 
ных решений, кроме и==0, 9 ==0, %==0. Допустим, что существует 
какое-то решение, удовлетворяющее условиям |и|<А, |9|<А. 
[= |< А. Функции и, 9, в удовлетворяют неравенствам: 

afc Kg Eto 
Io) 

(7 — 1)! ? 

  

nal, (X + Y—Xo— Vo)! / 10| < К"-1А не 4 (V.9’) 

п-т д (ХУ — Xp — Y)™—1 lw|<K A Е |     
Эти перавенства получаются тем же способом, каким были получены 
неравенства (\.9), то-есть последовательными оценками. 

Отсюда непосредственно вытекает единственность решения поста- 
вленвой задачи, так как единственной системой функций, удовлетво- 
ряющей неравенствам (\.9’) при любом п, является и == == == 0. 

$ 2. Сопряжённые дифференциальные операторы. 

Рассмотрим линейный дифференциальный оператор 2-го порядка 

2% п я 

У у, дли У ди 
Las “дядя; Г. | 8 Ogg Ft (V.10) 

$==1 7==1 . 

roe Ay, Ву и С являются дважды дифференцируемыми функциями 

X1, Хо...) Мп. Ше уменьшая общности, можно считать А;; = Ах.
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Для этого достаточно обозначить через А;, половину коэффициента 
2 

oe j 

  

при производной Назовём оператор 

=~, 02(A; 1 O(B; 
=D М у a +00 (V.11) 

OX; OX; 

  

сопряжеённылм с onepamopox Lu. 
Легко установить непосредственным вычислением, что понятие 

сопряжённости обладает свойством взаимности: сопряжённым опера- 
тором для сопряжёнпого оператора /М будет первоначальный опе. 
ратор Д. 

Если оператор [ совпадает с ему сопряжённым М, го такой 
оператор называют самосопряжённым. 

Имеет место формула 

% 
\ ди ee 

(У [мои = | + Вию}. (V.12; 

jot | 
Иными словами, выражение оЛи — Мо представляет собой сумму 
частных производных по х; от некоторых выражений P;, T. ec. 

  

— — У «Ги — uMv = a a 9х; 

  

7b 

SN OP; 
oLu—uMv = 24 Ox,” 

#=:1 

где 

и ou 
Р; == >, (Ан Ox; — ae “+ В, LU, (V. | 3) 

jeuel " 

Формула (\.12) проверяется с помощью иепосредствениого циф- 
Ферениирования. Мы имеем: 

  

93 nN 23 

№. OP; \ < ди У | 
А vB, 2 x, I Cuv | — 

had Oxy bad Sed I OX OX; + aed 
1 ==1 4: 1 j-1 " i=1 

\ 7 > 

УХ 1 (A; ;0) _\ и 0 (8:0) 4 Civ ! 

. Se, j Ox; sac 9х; 
- i] 

Mh 7 ~ 

1% Ou 0 (A; ;v) ди 9(А; oO) 

oh essed ое OX; OX; OX; 9х; 
jo j= .) 

Последияя сумма обращастся п ‘пуль, и мы получаем: 
я 

1 OP; 
-——* == uhu— ИМ \. 14; oe ; (V.14, 

hast 

что и требовалось локазать.. 

. 5 Зак. 1956. с, Л. Соболев,
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Рассмогрим теперь иекоторый п-мерный объём О, ограниченный 

кусочно-гладкой поверхностью 5!). 
(В случае, если п=2 или 1, слова «объём» и «поверхность» 

заменяются соответственно словами «область» и «линия»; «отрезок» 
и «концы отрезка». ) 

На основании формулы, апалогичной формуле (1.2), будем иметь 

sf mn f (oti — ame) ах: ... AXy 
5 

| 

п 

=— |. . - { 3) Py cos (nx) dS (V.15) 
s $=1 

гле соз(пх,), соз(ихо), ... — направляющие косинусы внутренней 
пормали к 5$. 

Формула (\.15) носит название формулы Грина. 
Рассмотрим два примера. 
Пример 1. Формула Грина для оператора Лапласа. 
Пусть Ги = Аи. При этом 

_ ди до Gu CU 
Mv = Ag, Py =U il Эх, Р, бу“ ду? 

ди Ov 
Pa Ua, 4 

Формула Грина примет вид 

| . ' ди ev 
| | оли — идя) ах 4уаг = — \\[(o In se) COS 1X + 

° $ 
ди до 

du 

(ду mH): ayy +(o — u 2) cosnz| dS = 
ду 

° OU | (о 004) 45, (V.16) 
) 

Ov 
где, как обычно, через Эй обозначена пормальная производная функ- 

OV 
ции 9. Она равна проекции вектора grad v с составляющими ay? 

Nu OU 
Oy OE на направление внутреиней нормали. Формулу (\.16) также 

называют формулой Грина для оператора Лапласа. 
Пример 2. В качестве второго примера рассмотрим уравне- 

une (V.1). 
  

1) Предполагаем, что все условия непрерывности функций и их произ: 
водных, о которых говорилось при установлении формулы (1.2), выполнены.
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Для оператора Ги, стоящего в левой части этого уравнения, 
сопряжённый оператор /М9 и функнин Р; и Г. булут иметь вид: 

—_ 90% 909 2, 
Mv == Fay ax дуг С, 

1 ди Qu 
P, = 5 (w ду _ a - у +- aud, 

1 ди Ov 
Ро = 5 ote Ц st) + bus. 

При этом формула Грина даёт (нормаль внутренняя): 

{ол и — иМэ)ах 4у = — [ i (w Cu y ~) +-auv|cos (nx) 4- 
” : 2 ду ду ‘3 

1 ди 09 , \ 
-| ls (w Ax se) + buv | соз (пу) f 45. (V.17) 

$ 3. Метод Римана. 

Риманом был предложеи важный метод пахождения различных 
решений уравнения (У.1), основанный па использовании формулы 
Грина (\.17). Займёмся решением задачи Коши для уравнения (\.1). 

и 
Пусть пам даны значения и и -— на кривой; 

ду 

y =p (x); 

причём предполагается, что 

№ (х) < 0, (V.18) 

| us (ao) == Py (X)s (V.19) 

Ou 

oy Y= pe д 9: 9 м 

(производная в формуле (\У.20) берётся частиая, а ие вдоль кривой 

y=»). 
Диффереицируя формулу (\У.19), имеем: 

ди | ди ’ ’ 

Ar a>. Lh (XxX) —‹ Xx , 

Ox y=p. (a) ду (а ( ) D0 ( ) 

откуда 
ди s ’ 

9х = 90 (%) — и (х)ь (x). (V.21) 
~ 'y=p (a)   

5
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Преобразуем формулу (У.17) к несколько более удобному виду. 
Считая, что обход области совершаегся против часовой стрелки, так 

что обходимая площадь остаётся слева, 
y будем иметь: 

а | dx == со$ (пу) 4$, 
——_. dy == — cos(nx) dS, pp M 

p | 

Пользуясь этими соотношениями, мы 
д  ПЮлучим из формулы (\.17): 

\ | | (oLu — uM) dx dy = 

    
J) 

_ 19 о 
ЕТ du ди . 

=| |g (43e— v $2) — био | dx — 

| dv ди Черт. 9. (и — 9) аи ept. 9 |5 (2 у? a) auvidy.  (V.22) 

  

Проведём через точку М (черт. 9) с координатами (ху, Yo) ane 
прямые, параллельные координатным осям до пересечения в точках Р 
и С) с кривой у=ь (х). 

Применяя формулу (\У.18) к треугольнику МИРО, имеем: 

Г “ff J dv ди 
| («Ги — uMv) dx dy == {| 5(и 5х — 955) — био | ax —- 

    

J U2 
о р 

M 
lf dv ди И ( ди ду 

— |. Cs — v=] -— AUD | i dy } 4. | | о ay 5". -+ auy | Чу -+- 

в 

On OU | , . , 

-|- fl 95; — ua) -+ buvidx.  (V.23) 

Преобралуем два последних интесрала; 

M Bi 
Hd Cu GU’ ) on ame Uf coe ed J (45% оц Фу === | |5 (° ay By awa | ay = gaol. - Г | ly = 

. j и ° ‘ . ‹ 
t= 5 H@? -|- = il (—5 ду -- av ) dy, (V.24) 

at. м 
“fi ди ди a Of ou | 

| | (+ Ie =) buv | х = 5 uv В р и (-- ant uv Jdx. (V.25)
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Эти формулы позволяют легко решить нашу зазачу. Пусть 
%(х, У; Хо, Ус) — иекоторая функция, удовлетворяющая условиям: 

  

Мэ = 0, 
i а? 

fa (2, Y) dy f Ь (м, удав 

UV [5 — % ’ VU ры ==. — eX © 

При этом 

9 (%» У0; Xo» Vo) = 1, 
y 

av | &(X, y) dy 

ду | = 2 (№ У) 2% = A(X SO] ду |=, Y= By 
. ж 

а b (x, y..) dx 
Uv 

=—— == 0 (x ev = 0(x о “ 
Ox Y=Yo ( > Yo) ( ) Yo) Y=Yo 

  

Существование такой функции нами уже установлено в прошлом 
параграфе в результате решения первой красвой задачи. Функция © 

удовлегворяющая этим условиям, называегся функцией Римана. 
Так как на прямой РМ имеем у==уз, а на прямой QM umeen 

Х = Хо, то последние члены в формулах (\.24) и (\.25) обращаютс: 
в нуль, и мы получим: 

Mu 

| | (v и 5") шо dy —= 5 NU р 

‹ (V.26 

м 

ь °   
М 
“Tis. ou д 1,1 

| (2 Se—4 Se) + Фито ах == wy 

Вернёмся теперь к формуле (У.23), которая после подстапо"к! 
в неё (\У.26) дает: 

И OF (x, y)dxdy= a =: (шо) | yu) | +t-@, (V.27 

где через Ф обозначено первое слагаемое правой части формулы (\.23` 
которое всё целиком выражается через 9 и известные функции, ибо и 
этой кривой в силу (\.19), (У.20), (У.2Р) и (У.22) известны 4 
ди ди 
ox’ Oy" 

При этом (\.27) даёт так называемую формулу Римана 

оо = + (wo)| — ob 1 ff oF (x, ydeay. (v.28) 
в
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Как мы видим, формула (\У.28) позволяет в явном виде написать 
решение интересующей нас задачи, так как ху, у, — произвольная 
точка. 

Из самого способа получения формулы Римана следует, что поста- 
вленная задача может иметь лишь единственное решение, так как 
мы получили для неизвестной функции и явное и однозначно опре- 
делённое выражение, не делая никаких предположений о ней, кроме 
её существования. Для того чтобы закончить исследование, нам остаётся 
показать, что решение рассматриваемой задачи Коши действительно 
существует. 

Заметим, что достаточно установить существование решения урав- 
нения (\.1) при условиях, когла на кривой у=ь(х) функция ий 
вместе с производными 1-го порядка обращается в нуль. В самом 
деле, мы могли бы вместо функции и ввести новую неизвестную 
функцию 

W == U — Go (x) — [y— pb (*)] 91 (*)- 

Функция 12 будет удовлетворять уравнению 

02% д ди Seay + ON) Fe 6 (45) уе, ую = Е! (5,5), 
где 

— Fy (%, y= (>, у), (х) — а(х, у) {$ (<) -- 
-]- [У— в (%)] $, ()— в (хе, (х) } — 2 (х, у) ®, (хм) — с(х, у) (+ (х) | 

НУ — в (х)] е, (х)}, (\.29) 

Я однородным условиям 

у=в.(2) — ду |у=ь (а) 

Уравнение (\.29) имеет тот же вид, что и (\.Т), но отличается 
от него свободным членом. Если мы докажем существование решения 
новой задачи, поставленной для функции ч, то из этого будет сле- 
цовать существование решения первоначальной задачи. В том случае, 
когда функции Фо и ф, равны нулю, формула Римана дает: 

(Xo, Yo) = | [ oF (x,y) dx dy. ~— (V.30) 
Q 

Нам достаточно показать, что функция U(X, Yo), OMpenenseman cbop- 
мулой (\.30), удовлетворяет уравнению (\.1) и обращается в пуль 
вместе с производными 1-го порядка при уз =-= р (хо). Проверим сил- 
чата последнее. При У = р (хо} область ® исчезает и, следовательно, 

Ч 22 0,
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Далее, на основании указанного выше правила дифференцирования 
интегралов по переменной области имеем: 

4 
ди * до 

= | UF (Xo, y) dy - [[ 2resyax dy, 

Q 

м (V.31) 
ди ° du 

i = | VP (x, Yo) dx + сх Е (х, у) ах ау.   
В обеих формулах интегралы, стоящие в правых частях, обра* 

щаются в нуль при Ууу=ь (хо). Остаётся убедиться в том, "TG 
и (Хо, Уо) удовлетворяет уравнению (\.1). Мы проверим это несколько 
позднее. 

$ 4. Функция Римана для сопряжённого уравнения. 

В $ | мы нашли решение первой краевой задачи при помощи 
последовательных приближений. Метод Римана позволяет найти её 
решение в более удобном виде. Пусгь, как и в первом параграфе 
настоящей лекции, требуется найти решение и уравнения (\.Т) при 
условиях (\.2). Проведём на плоскости (х, у) прямые х = хуи у = У 
которые обозначим соответственно 5Р и $@, где точка S имеет 
координаты (хо, Ус). Из точки М с координатами (х,, у!) проведём 
прямые МР и MQ, параллельные координатным осям. Примепим 
формулу (У.22) к прямоугольнику МР$ФО, взяв в качестве и неиз- 
вестное пока решение, а в качестве о — функцию Римана 9(х, у; 
х., У). Мы будем иметь 

| [бол —и/Мэ) ах 4у == \{or ax dy = 
|= 2 

= (95% — i 0) + uv | dx} Mac (oe —u 5) ae | dy— 

P 
1 ди до Ta. 1 ди ov — ПЕС dn pg) + bu ]ax— [5 (035 — изо) Е ао | у. 

Преобразуя, как. прежде, интегралы по отрезкам РМ и ОМ и 
замечая, что на отрезках 5 и SP выражения, стоящие под знаком
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интеграла, составлены из известных функций, получим: 

[fore y) dx dy == 

$ 

vere 

    

= «| _t 
М 

ud 
2 P 

9 
— [|1 ‚09 

| |5 (v1 52 2) бо | ах — 
3 Y 

— | [$ (er: —% ¢,) Lave, Jay. (v.39) 
$ 

Удобно избавиться в этой формуле от производных функции 9. 
(С этой целью проинтегрируем по частям оба интеграла в правой 
части формулы (\.32). Оставляя и|у в левой части уравнения и 

перенося в правую часть остальные члены, получим: 

Q l P 
“|= ти 5 — 9—5], 

P | 

+f ое ая [ow Рад ау-| Г oF (x, y) dx dy. 
5 

Итак, 
P 9 

Ише мо -- | 9 (2. -- во) ах-|- [ (и -рае,) Чу | 
5 > 

+f [ oF (w, y)dx dy. (V83) 

Из формулы (У.33) вытекает важное следствие. Пусть функция и 
является фупкцией Римана для сопряжённого уравнения 

Мо =0, 

то-есть представляет собой функцию, удовлетворяющую однород- 
ному уравнению Ри и условиям 

© у 
Го(о, уда f ole nay 

и ly—y, =e > Ив, = У ° 

При этом предположении все слагаемые правой части (У.33) обра- 
тятся в нуль, и мы получим, пользуясь равенством и|5 =1, 

2 | = Ul os или 2(Xy, V1}; Xp, Yo) = V(X, 0; Хь У1). 

Это соотношение называется теоремой о симметрии функции Ри- 
мана, Словесно оно формулируется следующим образом: если в функ-
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ции Римана рассматривать переменные ху, уу как текущие коордн- 
паты, а х!, у, как координаты вершины, то получится функция 
Римана для сопряжёнпого уравнения. 

Следствие. Функция Римана 9(х, у; ху Уд), определённая 
выше, удовлетворяет уравнению 

oe [a (x, 8 + р(х 0 с(х ) 9=0. (\.34) добу Го Yo) Ox. 6’ Vo? dy, 0, Yo №. 

Пользуясь этим фактом, можно легко проверить, что функция 
ий (хо, Уо), которая определяется формулой (\У.30), действительно 
удовлетворяет уравнению (\.1) и, следовательно, является решением 
задачи Коши. Дифференцируя первую из формул (\.31) по уз, по- 
лучим: 

M 
ди ° до 
дд (2, yy (о w+ | dy, (№ У) dy +- 

М 

“до "Г 09 . 
“+ ea (х, Yo) dx -|- |. жду, ^ (5) 4х4. 

Отсюда 

9и ди ди 

деду Vo Mo Io) Fe TO Ho Yo) Feel & Ho 30) == 

uu 
M 

=F (Xo, Yo) + ic -+ av) F (Xo, y) dy + J Get bv) F(X, Vy) dx-|- 

+ [Tfatt be cer0 9% 2 (%%» Уо) ду. Foe (Yo) OF (x, y) dx dy, 

Из последней формулы непосредственно получаем 

чго и требовалось доказать. 

$ 5. Некоторые качественные следствия фоэмулы Римана. 

Из формулы Римана вытекают некоторые следствия, имеющие 
общий интерес. Остановимся на них несколько подробнее. 

Будем изучать поведение решения задачи Коши для уравнения 
(\.1) в зависимости от изменения начальных условий. Легко видеть, 
что значение этого решения в некоторой точке (ху, уу) вовсе ие 
зависит от данных Коши вне криволинейного треугольника МРО, 
образованного двумя характеристиками, проведёнными через эту



74 МЕТОЛ РИМАНА [л. У 

точку, и кривой, песущей начальные данные. Если мы будем менять 
данпые вие этого треугольника, то решение будет меняться лишь 
вие этого треугольника. Таким образом, каждая характеристика будет 
отделять область, где решение осталось неизменным, от той области, 
где оно изменилось. Мы приходим к следующему выводу: к данному 
решению задачи, зафиксированному внутри треугольника MP, 
можно присосдинять едоль характеристики, вообще говоря, раз- 
личные решения, являющиеся его продолжением. 

Таким образом, характеристики суть линии, вдоль которых можно 
разрезать область существования решения, если мы хотим в некото- 
рых частях этой области заменить одно решение другим так, чтобы 
при этом снова получить решение уравнения во всей области. Это 
важное свойство характеристик тесно связано с тем, что при произ: 
вольных начальных данных, заданных Wa характеристиках, задача 
Коши, вообще говоря, неразрешима. Для всякой другой линии, зная 
решение по одну сторону линии, мы могли бы найти значения реше- 
ния и его производных на этой линии и решить задачу Коши по 
другую сторону линии. Таким образом, за всякую нехагактеристи- 
ческую линию решение уравнения продолжается однозначно.



ЛЕКЦИЯ \1. 

КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ. 

В курсе математического апализа изучают главным образом непрерывные 
функции сдного или многих пезависимых перемепных. Однако такие функции 
оказываются недостаточными в вопросах математической физики, где суще- 
ственное значение приобретают разрывные и неограниченные функции. Наи- 
более важным понятием, применение которого для разрывных функций 
псобходимо в вопросах математической физики, является попятие интеграла. 
Поэтому мы специально остановимся на теорни нитегрировапия разрывных 
п неограниченных функций. Мы построим для таких функций теорию инте- 
грала Лебега, следуя в основном идеям русской математической школы, и 
докажем для этого интеграла все основные теоремы, излагасмые обычно 
в курсах интегрального исчисления для интегралов от непрерывных фупкций. 

с-следует думать, что целью нашего изложения являстся просто жела- 
пие достичь наибольшей общности в теории иптегрировапия разрывиых 
фупкций. Обобщение понятия интеграла придаёт теорни нитегрировапия 
впутреннюю законченность и позволяет благодаря этому получить целый 
ряд важных теорсм, не имеющих места для обычных интегралов от ипспрс- 
рывных функций. 

В дальнейшем мы будем пользоваться следующими тремя важпыми 
результатами. 

1. Признак допустимости предельного перехода под зпаком интеграла. 
2. Теорема о возможности перемены порядка интегрирования в кратных 

интегралах (теорема Лебега_—Фубини). 
3. Признак сходимостн в среднем последовательности функций. 
Интегрирование разрывных и нсограпиченных функций мы будем рас- 

сматривать, пользуясь главпым образом идеей, которую можно назвать 
идеей исключения особенностей. 

Если функция Г многих переменных х1, хе,..., Хх» заданная в некоторой 
области ®, разрывна в этой области, но после исключения из ® некоторой 
частичной сколь угодно малой области с становится нспрерывной в остав- 
шейся области 97, .то естественный путь к нахождению интеграла от этой 
функции состоит в том, чтобы рассмотреть сначала интеграл по 9”, а затем 
перейти к пределу, устремляя 8’ к 9. Этот способ всегда используют в эле- 
ментарной теории несобственных интегралов. 

Теорню интегралов Лебега мы будем излагать, пользуясь тем же приёмом 
и лишь несколько обобщив его. Основное значение для пас будет иметь 
понятие функции, непрерывной на замкнутом множестве. Свойства замкнутых 
множеств, то-есть множеств, содержащих все свои предельные точки, мы 
пзучим несколько позднее. Сейчас отметим, что функция, пепрерывная па 
замкнутом множестве точек, обладает рядом весьма важных свойств, которые 
позволяют, в частности, построить интеграл от исё. 

Наряду с замкиутыми множествами мы будем изучать открытые мно- 
\кества, то-есть такие множества, которые не содерзкат ни одной TOUKH CBOCH
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границы. Вначале опредслим понятие интеграла для функций. непрерывных 
на открытом мпожестве. Пользуясь этим понятием, мы разовьём далее теорию 
интегрирования непрерывных функций на замкнутых множествах н исследуем 
поведение интеграла при измепевии области интегрирования. 

В общем случае интеграя Лебега от разрывной функции строится сле- 
дующим способом. Из области ®, где задана функция Х, исключается мво- 
жество с так, чтобы осталось замкнутое множество ®’, на котором функция 
непрерывна. Далее вычисляется интеграл от Х по замкнутому множеству 3”. 
Переходя к пределу, когда ©’ стремится к 9, получаем интеграл от функции f 
по множеству 9. 

В построенной таким образом теории интегрирования мы, естественно, 
стремимся сохранить ряд основных свойств обычного интеграла, как, напри- 
мер, возможность почленпого интегрирования суммы нескольких функций. 
Это заставляет уже на первых шагах несколько ограничить класс функций, 
подлежащих нашему рассмотрению. Таким путём мы приходим к понятиям 
измеримой и суммируемой функции. Именно для суммирусмых функций и 
ведётся дальнейшее исследование; для них остаются справедливыми все 
важнейшие свойства обычного интеграла. 

В настоящей лекции мы затронем также упомянутые выше вопросы 
теории суммируемых функций. 

§ 1. Замкнутые и открытые множества точек. 

Прежде чем приступить к изложению теории иптеграла Лебега, мы должны 
остановиться на некоторых свойствах точечных множеств в л-мерном про- 
странстве. 

Рассмотрим п-мерное пространство с координатами х1, хо, ..., хи. Откри- 
тым множеством в этом пространстве мы будем называть такое 
множество точек М, каждая точка которого является внутренней 
для этого множества, то-есть может быть окружена шаром‘с цен- 
тром в этой точке, целиком принадлежащим множеству М. 

Открытое множество может быть связным, то-есть состоять из одного 
куска, но может быть и несвязным, будучи образованным отдельными кусками 
в конечном или бесконечном числе. Связное открытое множество принято 
называть областью. 

Пример 1. Множество всех внутренних точек некоторого прямоуголь- 
ного параллелепипеда, определённое неравенствами 

<< а ((=1, 2... п), . 

есть открытое множество. (Знак < нельзя заменить на <. Иараллелспипед 
с границей не является открытым множеством.) 

Пример 2. Множество всех внутренних точек некоторого шара, опре- 
` 22 

.. 2 $ делённых неравенством У, Xx; < Е*, является открытым. 
$ ==: 

Если исключить из этого множества начало координат, рассматривая 
только точки, для которых 

73 

O< SS GR’, 
=] 

то мы опять получим открытое мнежество. 
Будем называть суммой нескольких множеств, или их обзединением, 

мноэсество всех точек, принадлежащих хотя бы одному из них. 
Сумму Е мипожеств В, и Е. будем обозначать В1-|- Е и записывать 
= — 1 E,.
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Сумма конечного или бесконечного числа открытых множеств есть 
снова открытое множество. 

В самом деле, каждая точка такой суммы является впутренней по кран- 
ней мере для одного из открытых множеств и, следовательно, будет впут- 
ренней точкой для суммы. 

Кроме открытых множеств, большую роль играют ещё замкнутые мно- 
жества, т. е. такие множества, которые содержат все свои предельные 
точки. 

Приведём примеры замкнугых множеств. 
Пример 3. Множсство всех точек mapa 

a 

2 2 

GSR 
t=! 

есть замкнутое множество (знак < здесь нельзя заменить знаком < ). 
Пример 4. Множество всех точек некоторого параллеленизсда 

0<.х;< а; (1-==12,..., и) есть замкнутое мпожество. 
Пример 5. Множество, состоящее из одной точки х; = а; (= 1,2,..., п), 

являстся замкнутым. В самом деле, это множество вообще пе имеет прс- 
дельных точек. 

Сумма конечного числа замкнутых множеств есть замкнутое мно- 
эжсество. (Для бесконечного чнсла мпожеств это утверждепие уже пе имеет 
места.) Доказательство ис представляет большого труда, и мы оставляем 
его читателю. 

Условимся идеальное множсство, ие содержащее ни одной точки, назы- 
вагь пустым мпожеством. Это соглашение позволит упростить формулировки 
ряла дальнейших теорем. Пустое множество будем считать одновремепно 
и открыгым и замкнутым. 

Пусть Бу, Ез, ..., Е „.. — Некоторые множества в копечном или 
бесконечном числе. Будем называть их пересечением множество Е всех 
точек, каждая из которых принадлежит всем этим множествам. 
Иногда это пересечение будет пустым миожеством. Будем обозначать пере- 
сечепие Е мпожеств Е1, Ро, ..., Въ, ... следующим образом: 

Е = ВаВ»Вз ... Ву... или В == 1] В Ae 

Пересечение Е конечного или бесконечного числа замкнутых мно- 
экеств Ру, Рё... Гъ, ... есть замкнутое множество. (В частности, опо 
может быть пустым.) В самом деле, предельная точка множества 7“ является 
предельной точкой каждого из множеств Гу, Ро, ..., Ру, ... И, следовательно, 
принадлежит им всем и должиа содержаться в их пересечении Г. 

Если все точки пекоторого множества Ё1 принадлежат множеству До, 
то мы будем говорить, что С! содержится в Е, или заключено в До. Это 
свойство мы будем выражать символически следующим образом: 

Е. > Е\ или ЕС ВБ.. 

Замечание. Ограниченное бесконечное множество в п-мерном 
пространстве всегда имеет хотя бы одну предельную точку. 

Справедливость этого замечания устанавливается так же, как и в случае 
одного независимого переменпого. В самом деле, пусть координаты точки 
pt) (i=1, 2,...), принадлежащей множеству Е, будут ( x, O, Lees xf) } 

Рассмотрим множество чиссл {х(0}, представляющих собой первые коордн- 
наты точек 24). Это мпожесхво, будучи бесконечным и ограниченным, 
имеег по крайней мере одну предельную точку (в частности, если какое-
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либо число (0) повторястсея в пашей последовательности бескопечцпо мпого 
раз, то оно может быть принято за такую предельную точку). 

Выберем из последовательносги Ь® подпоследовательность PQ) такую, 

что для неё последовательность Хх имеет предел. Повторяя это рассужде- 

ние, из РЯ выберем подпоследовательпость pe, у которой будут иметь 

предел уже две первые коорднпаты, затем построим последовательность РУ 

ин т. д. После п шагов придём к последовательности pls) у которой все ко- 

ордипаты сходятся и колорая, следовательно, имеет предельную точку, что 
и требовалось доказать. 

Теорема 1. Если последовательность ограниченных замкнутых 
мнолсеств является суживатщейся, т. е. 

Р\ > Г. > eee > Ль > ооо 

и ни одно из множеств Ру но пусто, то и их пересечение Г не пусто. 
‚ В самом деле, рассмотрнм последовательпость точек Ру, №», ...Ру,..., при- 

чём Р, С Р;. Множество точек этой последовательности, будучи ограни- 
ченпым, должно иметь по крайней мере одпу предельную точку. Эта точка, 
являясь иредельной для каждого Ру, припадлежит всем Гу, и, следовательно, 
войдёт в их пересечепие, которое уже поэтому пе может быть пустым, что 
и требовалось доказать, 

Полезно заметить, что исресечение конечного числа открытых мно- 
жеств 

. © = 91% оо Or, 

представляет собой открытое множество. В самом деле, любая точка © 
есть внутрепияя точка для каждого из множеств 91, 9., ..., У и в каждом 
из них является цептром некоторого внутреннего шара. Наименьший из этих 
шаров будет внутревпим шаром в ®. 

Пусть Е и Е — два множества. Удалим из В1 все точки, принадлежащие 
пересечению Е'ЁЕ5. Оставшееся мнс.кество мы будем называть разностью и 
обозначать Ё == 1—1. С помощью операцни образования разпости мы 
можем построить сщё несколько примеров замкнутых н открытых мпожеств. 

Пусть 98 — открытое множество, а Е— замкнутое множество. 
Тогда 

есть открытое множество. 
В самом деле, если бы ®, принадлежала точка, не окружённая впутрен- 

пим по отношению к ® шаром, то в любой её окрестности имелись бы 
точки, выброшенные из ©, т. е. принадлежащие Г. Будучи, таким образом, 
предельной точкой для мпожества Г, сама эта точка должна была бы при- 
падлежать ^ и, следовательно, не могла бы принадлежать O79 = — А, Полу- 
чепное противоречие доказываст пашс утверждение. 

Далее, в =Е— ® есть замкнутое множество. 
Точка Р, предельная для мпожества /%, являясь точкой низ Г, могла бы 

быть исключена из последнего только в том случае, если бы опа принадле- 
жала ®. Но точки @ пе могут быть предельными для Ру, так как они при- 
падлежат © вместе с некоторыми окрестностями, которые в силу этого не 
могут содержать точек из Ро. Значит, ни одна точка Р, предельная для Гу, 
нс может быть выброшена из Р при вычитании © и, следовательно, Ру со- 
держит все свои предельные точки. Таким образом, Ру замкнуто. 

Замыкание Е любого множества Е, то-есть множество, получаемое 
присоединением к Е всех его предельных точек, представляет собой 
замкнутое множество,
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В самом деле, пусть точка /»% является предельной для некоторой после 

довательшости Р;, В, ...,Р.,... точек из В. Покажем, что точка Ру является 
предельной точкой не только для Е, но и для Е и, следовательно, входит в ГЛ. 

Отсюда будет вытекать, что множество Е содержит все свои предельные 
точки и является замкнутым. Внутри каждого шара су, описанного вокруг Р,. 

1 as ee 

радиусом 5 найдётся хотя бы одпа точка Оу, принадлежащая Е. 

Последовательность (), сходится, очевидно, снова к /% и, следовательно, 
Ру есть предельная точка мпожества Е, что и требовалось доказать. 

Граница С открытого множества ©, т. е. множество предельных 
точек этого открытого множсества, не являющихся внутренними точ- 
кали, представляет собой замкнутое множество. 

В самом деле, по определению множества С имеем 
— 

С=9— 0, 

rie © ссть замыкание множества ©. По доказанному выше множество С 
замкнуто. 

При помощи рассмотренных операций над множествами из замкпутых и 
открытых множеств простого строения могут быть получены замкпутые мпо- 
жества ловольно сложной структуры, как показывают следующие два при- 
мера. 

р Пример 6. Множество К. всех точек замкнутого отрезка [0,1], коор- 
дината которых может быть записана по десятичной системе без примепения 
цифры 65, есть замкнутое множество. При этом допускается запись числа 
при помощи бесконечного ряда девяток, например: 1,5 = 0,4993... Поэтому, 
если десятичнаа дробь, выражающая координату какой-то точки, конечная 
и содержит только одну пятёрку в последием разряде, то эта точка войдёт 
в множество Г... 

Замкнутость этого множества проще всего установить, если заметить, 
что опо представляет собой разность 

0, 1] — 9» 
где [0, 1] — замкпутый отрезок, а 8, — открытое множество, состоящее из 
всех точек, принадлежащих открытым промежуткам ®;, которые задаются не- 
равенствами вида 

05<х< 0,6; 0,15<х< 0,6; ...; 
о, = SQ. 

Действительно, каждая точка, координата которой не может быть запи- 
сана без помощи пятёрки, принадлежит одному из промежутков ®;. 5се ©; суть 
открытые мпожества, поэтому множество ®., также открытое и, значит, 
Б.. — замкнутое множеслво. 

Множество точек Е, для которого в любом открытом внутреннем 
мнозсестве ® найдётся ‘открытог подмножество 9. не содержащее ни 
одной точки Е, называется нигде не плотным. Рассмотреинос выше мно- 
жесство Г., как мы видим, является примером замкнутого пигде пе плотного 
множества. 

Рассмотрим в пекотогом открытом множестве пспрерывную функцию Г. 
Пример 7. Множества Е} а) и Е (}< а), где а— любое число, 

являются открытыми. Докажем это, например, для E(f >a). 
В самом деле, если в пекоторой точке Р значение непрерывной функции f 

больше а, то и в достаточно малом шаре вокруг Р имеет место неравенство 
> а. Следовательно, множество Е (/.> а) состоит только из внутренних 

точек и является открытым.
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Пусть теперь функция Л непрерывна в замыкании © открытого мно- 
жества ©: 

=0-- С, 

где С — граница множества 9. 
Пример 8. Множества Е (> а) и Е(} < а) при любом а являются 

замкнутыми множествами. Проведём доказательство для Ё (> а). 
Действительно, если для некоторой  последовательности точек 

Р, Г. ..., Рь..., стремящейся к Ру имеет место перавенство }.( Ру.) > a, 
то ит Х(Р,) > а, но по непрерывности Ши Х(Р,) =У(Ро) и, следова- 

# > со &-> со 
тельно, точка Рь принадлежит множеству Е(}>а). Это и означает замкпу- 
тость множества В (}> a). 

курсе математического анализа рассматриваются функции, задаиные, 
как правило, в открытой или замкнутой области. Нам придётся в дальнейшем 
изучать и функции, заданные на множествах более общей природы. 

Фупкция, заланная на пекотором мпожествс Ё, называется непрерывной 
в точке Ру (принадлежащей Е) по множеству Ё, если для произвольного 
положительного числа в пайдётся столь малая окрестность точки Ру, что для 
любой точки Р из множества Е, принадлежащей этой окрестности, имест 
место неравенство 

It (Po) —1 (Р)1< =. 

Из этого определения, в частности, следуст, что в изолированных точках Е 
любая функция непрерывна. Функция, непрерывная во всех точках некото- 
рого множества, пазывастся непрерывной на этом мпожестве. 

Пусть 
= о ... 9%... 

ссть сумма конечпого или бескопечиого числа открытых мпожеств. Если 
фупкция {, заданная на ©, иепрерывна на каждом множестве ©, то она 
пепрерывна и на 9. В самом деле, любая точка @ вместе с нскоторой 
окрестностью входнт в одпо из мпожеств ®, и является в нём точкой 
непрерывности У. 

Мы остановимся подробнее па функциях, которые заданы и непрерывпы 
на замкнутых множествах. Докажем прежде всего две важные теоремы. 

Теорсма 2. (Всйерштрасса.) Функция 1, непрерывная на о?раничен- 
HOM замкнутом множестве Г, ограничена на этом множестве и при- 
нимаст там свое наибольшее и наименьшее значение. 

Докажем сначала ограниченность функцни } на мпожестве РК. Допустив 
противное, мы получим последовательность точек, принадлежащих Г, в кото- 
рых значения пеограниченно возрастают. Эта последовательность будет иметь 
по крайнси мерс одну предсльную точку, принадлежащую множеству F, 
ввиду его ограпичепности и замкнутости. Обозпачим эту предельную точку 2%. 
В любой окрестности ВР, должпы содержаться точки, в которых фупкция } 
принимает сколь угодпо болынис по абсолютной величинс значения, но это 
противоречит испрерывности 71 в точке Ру, так как, по определению непре- 
рывности, для достаточно близких к Ру точек Р, ‘принадлежащих Ё, должио 
выполняться перавенство 

If (Po) —У (Р)| <е 
при любом => 0. 

Таким образом, ограничепность функцин У на Р доказана. Множсство 
значений, принимаемых функцией па РЁ, будучи ограниченным, имсет верхиюго 
грань М и нижиюю грань т, Мы докажсм теперь, что функция принимает 
значения М и т в нскоторых точках мпожества Р. Согнасно определению 
верхней грани, Для любого = >0 должна существовать такая точка Р, из Р,
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1 
что М—Л(Р.) <е. Полагая в = =, получим последовательность точек P,, 

такую, что Г(Р„) > М при п -> со. В силу замкнутости и ограниченности Е 
эта последовательность имеет в Р по крайней мере одну предельную точку Pp. 
Ввиду непрерывности }, в точке Ру имеет место равенство Х (Ру) = М, что 
и требовалось доказать. Точно так же доказывается, что / припимает наи- 
меньшее значение в некоторой точке из РЁ. 

Теорема 3. (Вейерштрасса.) Функция }, непрерывная на ограничен- 
ном замкнутом множестве РЁ, равномерно непрерывна на нём; иными 
словами, каково бы ни было положительное число в, можно указать 
такое число $ =5(=), что для любых двух точек Р, О множества F, 
расстояние между которыми меньше 5, имеет место неравенство 

IF(P) —F(Q) 1 <e. 

Если, как обычно, назвать колебанием функции на некотором замкнутом 
множестве разность между наибольшим и наименьшим значениями её на этом 
множестве, то теорему Вейерштрасса можно перефразировать так: для вся- 
кого ¢ >0O существует такое число 8 (г), что колебание функции } не пре- 
ВОСХОДИТ Е на пересечении К с любым шаром радиуса 48 (e). 

Доказательство этой теоремы будем вести от противного. Предположим, 
что функция У не является равномерно непрерывной на Г. Тогда найдётся 
такое положительное число =, что при любом 58 >0 найдутся две точки Р; 
и Ох такие, что расстояние между ними меньше 8, а разность значений } 

ъ 1 
в этих точках по абсолютной величине больше =. Полагая 8 = 7 выбирая 

из последовательности Р„ подпоследовательность Ри» сходящуюся к не- 
v 

которой точке Ру, принадлежащей Р` (очевидно, к этой же точке будет схо- 
диться соответствующая подпоследовательность точек О»), придём к выводу, 

что в любой окрестности точки Ру колебание } не меньше е%, а это проти- 
воречит прсдположению теоремы о непрерывности Л на ГР. Теорема доказана. 

Отметим одно применение доказанных теорем. Пусть ГР — замкпутое 
множество и Ру— некоторая фиксированная точка. Расстояние г (Р, Ру) от 
переменной точки Р замкнутого множества Р до точки Ру представляет 
непрерывную функцию точки Р при заданной точке Ру. По первой теореме 
Вейерштрасса эта функция достигает своего наименьшего значения. Положим 

8 (2%) = min r(P, Pp). 

Числом 5 (Ру) называется расстояние точки Ру до замкнутого множества Л. 
Если Ру не принадлежит РА, то это расстояние отлично от нуля. 

$ 2. Интегралы по открытым множествам 
от непрерывных функций. 

Как уже указывалось выше, при построении общего понятия интеграла 
мы будем шаг за шагом расширять класс множеств, для которых оно опре- 
деляется. Начнём с интегрирования по открытым множествам. 

Пусть функция Л (л1, Ха,..., Хи) задана, непрерывна и неотрицательна 
на некотором открытом множестве. (Разумеется, она может быть неогра- 
ниченной и неравномерно непрерывной, как, например, функция 

1 ol 

7 V x22 vee Ех, 

  

  

6 Зак. 1996. С. Л. Соболев»
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в области 0О<г< 1, полученной удалением начала координат из открытого 
mapa O0<r<l.) . 

Разобьём всё пространство на кубические ячейки Гу1.;...› в, СО сторо- 

ной й, определённые неравенствами 

Рав  (=12,...п), 
где /; — целые числа. Такое подразделение назовём сеткой. 

Составим теперь из конечного числа кубиков сетки какое-либо мно- 
жество Ф;, лежащее целиком внутри 9. Такое множество мы назовём вну- 
тренним сеточным множеством. Будем уменьшать й, подразделяя каждый 
кубик сетки на целое число более мелких кубиков, и снова строить вну- 
тренние сеточные множества. Систему внутренних сеточных множеств мы 
назовём исчерпывающей, если выполнены два условия: 

а) последовательность Ф; расширяется, т. е. 

®,, S Png S хор COS seep 

6) каждая точка области ® попадает строго внутрь всех множеств Фу, , 

пачиная с некоторого #. 
Отметим, что для любого открытого множества существует хотя бы одна 

исчерпывающая система внутренних сеточных множеств. В самом деле, строя. 
внутреннее сеточное множество, мы можем включить в него все кубики сетки, 
которые вместе с границей лежат внутри ®. Полученная таким путём система 
внутренних сеточных множеств будет исчерпывающей. Действительно, любая 
точка Ру из множества О? может быть окружена малым шаром в, принадле- 
жащим 9%. Следовательно, при достаточно мелкой сетке, когда наибольшая 
диагональ кубика с ребром Й станет меньше радиуса шара с, один из куби- 
ков вместе с точкой Ру войдёт в Фу, что и требовалось доказать. 

Положим 

= ||... [У №,.. Хи) ах! ахо ... хр, 
Ф 

hk 

где Фу, образуют исчерпывающую систему сеточных множеств. Ввиду неотри- 
цательзости функции ] величина /у с возрастанием А не убывает. Если при 
Е -> со последовательность „Л, остаётся ограниченной, то, очевидно, она стре- 
мится к некоторому пределу. Этот предел мы и назовём интегралом от функ- 
ции ] (х1, Хо, ..., Хи) по области ®@: 

fof fee Har ves Xn) AX, AX. ..AXy = 

р 

= lim Г Гу Хо, феоу Xn) dx, ахо eee AX. 
k->co eee 

hy 

Этот предел, как мы докажем, не зависит от того, каким способом выбрана 
нсчерпывающая система и как расположены координатные оси в пространстве. 

Интеграл 

Г. f Fle Xo, 000, Xn) AX, AX...dXy 

о 

мы будем более кратко записывать в виде 

- | fae ИЛИ [ fax, dy... dy, 

qQ g
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Замечание 1. Функция Х, неотрицательная, ограниченная и непрерыв- 
ная в ограниченном открытом множестве ©, интегрируема в этом множестве. 
В самом деле, интегралы по исчерпывающей системе сеточных множеств 
ограничены в совокупности п, следовательно, стремятся к определённому 
пределу. | 

Лемма 1. Рассмотрим расширяющуюся систему открытых мно- 
эжеств 

осо.“ ...Е9,<... 

и пусть 8 = 9-9. --...-бь--... Тогда любое замкнутое ограничен- 
ное множество Е, лежащее целиком внутри 9, попадёт внутрь всех у, 
начиная с некоторого Е. 

В самом деле, допустим, что утверждение леммы не имеет места. Тогда 
для любого Ё можно указать точку Р;,, принадлежащую РЁ, но не принадле- 
жащую Я. Множество точек Ру имеет по крайней мере одну предельную 
точку Ру, принадлежащую, очевидно, Р. Легко видеть, что Ру не принадле- 
жит ни одному &,, HOO B любой его окрестности имеются точки Ру, со сколь 
угодно большими номерами А. Это. однако, невозможно, так как множество Г 
принадлежит сумме © и, следовательно, должно принадлежать одному из сла- 
гаемых суммы ©. Полученное противоречие доказывает лемму. 

Покажем теперь, что интеграл по открытому множеству не зависит пи 
от направления координатных осей в пространстве, ни от способа составле- 
ния исчерпывающей системы внутренних сеточных множеств. 

Рассмотрим открытые множества Эъ, состоящие из всех внутренних то- 
чек множеств Ф» Сумма этих открытых множеств есть открытое множе- 

ство © и, значит, любое замкнутое множество Р, лежащее внутри ®, будет 
содержаться во всех сеточных множествах Pi, HauHHan C HexoTOporo k. 

Пусть Py, nu ¥ hy, Две исчерпывающие системы сеточных множеств, не обя- 

зательно заданные в одной и той же системе координат. В силу леммы [ при 
надлежащем выборе А. == о (Ё1) и №; = А. (Её) и любом Ё будем иметь 

cy, co 
Phy — Ny, — 1, 

Следовательно, 

Г лох | 14< || 1% 
Ф ur (p 

Ny h Ie Ny, 

откуда видно, что пределы по системам Ф, и \, равны. Независимость инте- 
грала от выбора исчерпывающей системы сеточных множеств и направления 
осей координат доказана. 

Каждая неотрицательная функция, интегрируемая на открытом мно- 
жестве ©, интегрируема на любом открытом подмножестве 9,. В самом деле, 
интегралы по исчерпывающей системе сеточных множеств для.®, будут мажо- 
рироваться интегралами по соответствующим сеточным множествам, построен- 
ным для ©, поэтому они образуют ограниченную и, следовательно, сходящуюся 
последовательность, 

Замечание 2, Если 9 с, и функция Х неотрицательна, то 

Действительно, исчерпывающие множества для ®, можно брать так, чтобы 
они входили в исчерпывающие множества для 9. 

Gg?
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Замечание 3. Если }| и }» — какие-либо две неотрицательные функ- 
ции, непрерывные п интегрируемые в %, то и их сумма 4 -- №» интегрируема 
в ®, причём 

[ita = [лаб + f frac. 
Я Q О 

Доказательство этого утверждения не представляет труда. Оно получается 
предельным переходом из очевидного равенства 

Гала = Гл dv + J fade 

Py ‘h ), 

Замечание 4. Если Х неотрицательна, непрерывна и интегрируема 
в 9, тои а/ при а> 0 обладает этими свойствами, причём 

J aran=a [rao 

Доказательство этого утверждения также не представляет труда. 
Теорема 4. Пусть % и 9. — два открытых множества, которые 

могут пересекаться друг с другом, и пусть Г — непрерывная неотрица- 
тельная функция в множестве %-Н%, интегрируемая по этому 
множеству, Тогда справедливо соотношение 

Jfaot [rao= Г fdu-+ [ fae. (VL.1) 
2 . 2, -} 2, 2,2, 

Построим в 9, и ®., исчерпывающие сеточные множества a” и Фе) , 
Очевидно, 

Гао + | ув = Г ро f fav. (V1.2) 

DoE a о 
2 

Легко видеть, что множества a 4 gO) образуют исчерпывающую си- 

стему для множества &,-+- 2, ибо каждая точка этого множества рано илн 
. 2 

поздно попадёт в какое-либо множество oll) ИЛИ oo), a aa) образуют 

исчерпывающую систему для © ибо каждая точка этого множества рано 
или поздно попадёт в оба сеточных множества ott) И oY), Поэтому, переходя 
к пределу в (\1.2), получим (У1.1). Теорема доказана. 

Следствие. Интеграл по сумме конечного числа открытых мно- 
жеств от неотрицательной функции не превосходит суммы интегра- 
л08, взятых по всем этим множествам: 

[sacs fract [ravt...+ f rae 
a й, fs 

Отсюда следует, что если все интегралы по открытым MHOMKeCTBAM 2, Cyuye- 
ствуют, то и интеграл по ® существует.



§ 2] ИНТЕГРАЛЫ ПО ОТКРЫТЫМ МНОЖЕСТВАМ ОТ ФУНКЦИЙ 85 

Теорема 5. Пусть дана расширяющаяся последовательность 
открытых множеств 

сос SMS =e eo 

Обозначим через 9% их сумму 

Не --... Нк... 

Пусть — какая-либо неотрицательная, непрерывная и интегри- 
руемая функция в ®'. Тогда 

Гу = lim { fdo. 
& > со ь 

Доказательство. Очевидпо, 

| fdv> | fdo, 
bar й 

[ fae o> lim { fae, (*) 
% я, 

поэтому 

Построим систему исчерпывающих сеточных множеств Фу для открытого 
множества %. На основании леммы каждое такое сеточное множество 
будет целиком заключено в некотором ® 

Мы будем иметь, следовательно, 

< frees, < lim Ге 
k-> co 3 

и, переходя к пределу при й— 0, получим: 

Гл < | < lim Г ао. 
Ес 5 

8, SF 

Сопоставляя это неравенство с (*), нмеем: 

[roms lim J 1a 

что и требовалось доказать. 
Следствие. /ГГусть дана последовательность открытых множеств 

3, 9, ..., Ок, ... (Не обязательно расширяющаяся) и }— некоторая 
неотрицательная непрерывная функция. Если суммы 

М 

У [ feo 
k=16 

k 

ограничены в совокупности, то существует интеграл по сумме 9
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ипожеств @, и справедливо неравенство 

[ Газ = Ни | 49 < 
k-+00 Q oy в...) 

< [ [ fae | J feo |-... [fae]. 
k->oo 2 о 2, 

Замечание 5. Пусть ® — открытое мпожество, Фу — сеточное множе- 
ство, содержащееся в нём, а / — неотрицательная функция, непрерывная и 
интегрируемая в ®. Тогда 

frao+ [ лао = [ла 
Ф 3 2—P), h 

Для доказательства достаточно взять какую-либо исчерпывающую си- 
стсму Ту для ® — Фу и убедиться, что множества Т’,, -- Ф, образуют исчер- 
пывающую систему для ®. 

Важное значение имеет следующая 
Теорема 6. /Г/Густь дана сужающаяся последовательность откры- 

тых множеств 9 802... Э9,5... и пусть пересечение их также 
представляет собой открытое множество (в частности, оно может быть 
пустым): Gy = 9109....9,... Пусть Г— непрерывная, неотрицательная 
и интегрируемая на ® функция. Тогда 

Гуа = lim [ Хао 
k—->co + 

25 2 

(если Яу— пустое множество, предел этот равен нулю). 
Доказательство. Приведём каждому множеству ®х в соответствие 

внутрениее сеточное множество $49 так, чтобы имело место неравенство 

[у — [< 
Q “(Ie 
k Ф h ) 

? 

Составим открытые множества Oy == Q, — OE TY, Петрудно видеть, что 
открытое множество 9; совпадает с суммой 

f 7 

Ч - eee он оф 

На основании следствия из теоремы 4 

[ras frat [rao wet [уе + ... 

1 2), 

Но, в силу выбора pitty и замечания 5, 

— —. — = | a0 = | rae раз < | Fao [4+ ое 

’ о 
ey, Ig 

ФН °,, +
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п, значит, 

| tav< |, 49 -|- (Г — J fae “+ =) Е (а — [лы + +) +... 

By, о 

2, F1 

t Q, 

wt [fae | ло рн) + a 

Ie 

= [+ lim (| Fd0— [rav 4, 
‘ &-> со e e 2 

25 Q, 2, 

откуда 

lim [лок d e 
UV 7 Dy ® 

k-> co ® e/ f Е 2 

Утверждение теоремы следует теперь из того, что, очевидно, 

lim fdv> | f dv. 
Е со 

8, 5 

В этом параграфе рассматривались только неотрицательные функции. 
В $ 4 мы покажем, что интегрирование знакопеременных функций сводится 
к интегрированию неотрицательных функций. Это будет доказано для более 
общего понятия интеграла, а именно, для интеграла Лебега, частными слу- 
чаями которого являются интегралы от непрерывной функции на открытом 
($ 2) и замкнутом ($5 3) мпожествах. 

$ 3$. Интегралы по ограниченным замкнутым множествам 
от непрерывных функций. 

Перейдём теперь к определению попятия интеграла от непрерывной 
функции но ограниченному замкнутому множеству. Естественно сделать это 
следующим образом. Пусть функция / определена на некотором ограиичен- 
ном замкнутом множестве Г и непрерывна на нём. Заключим ЁР в пекоторое 
открытое множество. Пусть нам удалось непрерывным образом продолжить 
функцию Г на открытое множество @ и } оказалась интегрируема в этом 
множестве. Образуем ещё открытое множество ® — Е. Тогда, по определению, 
ПОЛОЖИМ 

fdu= | fdu— f dv. [r= fre J 
Q2—F 

Однако в этом определении остаётся ещё много недоказанного. Неясно, 
во-первых, всегда ли можно непрерывно продолжить функцию Х и получить. 
при этом `интегрируемую функцию и, во-вторых, неизвестно, приводит ли 
подобное определение интеграла к однозначному результату. 

Для того чтобы выяснить корректность нашего определения, мы докажем 
сейчас несколько вспомогательных предложений. 

Пусть / — какая-нибудь неотрицательная функция, непрерывная и инте- 
грируемая в открытом множестве 9:1. Далее, пусть ® содержится в 9,
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а Р— замкнутое мпожество, заключённое в 8, Мы будем иметь 

О (9—1) =9,, 9(9%—Р) =%8—& 

Отсюда, на освовании теоремы 4, 

[ fdv+ | Гао = [ fav [ла 
Я а g, Q—F 

и, зпачит, 

f fao— [ fav= [ла + [ sae. 
x 2Q—F 9, 8—7 

Пусть } неотрицательна, непрерывна и интегрируема в открытых множе- 
ствах 91 и 9, а РЕ 9,0.. Положим Q = 919.. По доказанному 

ря р | уе J fae 

Мы получилн важный результат: 
Разность 

f fdo— J fdo 
3 ея 

не зависит от выбора открытого множества Q. 
Лемма 2. Пусть непрерывная функция Г обращаетс? в нуль в точ- 

ках некоторого ограниченного замкнутого множества F, лежащего 
внутри открытого множества ®; тогда 

fram J sao. 

Предположим сначала, что множество © ограничено. 
В силу сказанного выше (см. стр. 83, Замечание 2) 

[ао < | у. (#8) 

PaccmMOTpuM OTipbITOe MHOMKeCTBO 2, TEX TOUeK, B KOTOPHIX f < ев, где = — малос 
положительное число. Пользуясь ограниченностью множества ® и, значит, 
всех ©., мы видим, что 

s->0 3 

= 

На основании следствия из теоремы 4 

[rag f faot Гуф 
ё о i,
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и, значит, 

ла > | fae 

Сопоставляя это с (**), получим нашу лемму. 
В общем случае представим множество ® как сумму расширяющихся 

ограниченных открытых множеств &,. Переходя к пределу при #- с 
в равенстве 

f Дау = | Ff adv, 

2, 8,—Р 

получим локазывасмое утверждение. 
Сели две фупкции Л и ДЛ совпадают во всех точках замкнутого мно- 

кества А, то для них имеет место равенство 

Гл dv =] dv = Jaa J fae 

B camom деле, из леммы 2 слепуст равпосильнос равенство 

[п-эе= f (A—fdae. 
Я e—F 

Доказанное утверждение означает, что определённый выше интеграл от 
функции Х, непрерывной па замкнутом множестве РЁ, по этому множеству 
не зависит от способа продолжения ] вне F. Ham остаётся ещё установить 
возможность такого продолжения. 

Лемма 3. Рассмотрим открытое множество ® с границей С. Пусть 
Г— замкнутое множество, лежащее в множестве ®--С. Пусть 
на Г задана некоторая непрерывная неотрицательная функция }. Тогда 
в 8--С можно построить непрерывную неотрицательную функцию 9», 
совпадающую с У в точках Г. При этом наибольшее и наименьшее 
значения $ равны соответственно наибольшему и наименьшему зна- 
чению }. 

Как было показано на стр. 81, каждая точка Р области ®, не принад- 
лежащая Р, находится па конечном положительном расстоянии 6 (Р) от мно- 
жества Р. Построим шар радиуса АЮ с центром в данной точке Р и рас- 
смотрим максимальное значение функции /{ в этом шаре. 

усть 

max f= Mp (R). 
TR 

Если точек Р внугри этого шара нет, то будем считать Мр (Ю) =0, 

Mp (R) — монотонно возрастающая и, следовательно, интегрируемая в обычном 

смысле слова функция 1). 

  

Г) См., например, В. И. Смирнов, Курс высшей математики, т. 1, 

стр. 282. Изд. 11-е. Л.—М. 1948.
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За функцию $ можно взять, например, 

25 (Р) 
1 

ф(Р) == (2) | Мр(Ю) аю, 

$(Р) 

В точках множества Р положим $ (Р) =.(Р). 
Докажем, что при таком определении $ (Р) будет непрерывной. В самом 

деле, в точке Ри, отстоящей на расстоянии 8 > 0 от точки Ру множества РА, 
значение этой функции заключено между 

min f(P) и max f(P), 
38 <8 

причём шар радиуса 3% берётся с центром в точке Ру, и, следовательно, 
Х(Р\) стремится к Л(Ру) при 8 -> 0 в силу непрерывности f. 

Для двух точек Р; и Ро, не являющихся точками Р, отстоящих одна от 
другой на величину Й, имеем: 

Mp (R)<Mp(R+h) a 8(P,)<3(P,) +h, 
Mp,(R)<Mp(R+H) u 8(P,)<2(P,) +h, 

Bynem cuntath A< min | ay, se) } ; тогда 

  

  

25 (P,) 25 (P,) 
1 1 

9(P)—9 My) = Бу | МР, (К) dR — spy [ Мр, (К) ак < 

28 (P,) 98 (P,)—2h 
] 1 

< РТ Mp, (R) dR —- про Mp (R—h)dR =, 
( D By 6 (Pi) + РН 

28 (P,)—8h 98 (P,) 
1 1 

= Te) | №® dR +- $2) | Mp (R)dR — 
8(P,) 28 (P,)—8h 

58 (Р.)— ЗВ 25 (P,)—3h 
1 h 

— М Ду = М а TAFE} ROOSTER PITA НЫ 
28 (P,) 28 (P,) 

1 " h 
-+ $2) | Мр, (К) ак < ВВ | Mp (R) dR + 

25 (P,)—8h 5(Р,) 
28 (P,) 

1 АМ 

Те) | МЮ < др 
25 (Р)— ЗВ 

где М = шах f> Mp (R). 

При достаточно малом Й эта величина сколь угодно мала и, значит, при 
любом заданном = >0 для достаточно малых Йй имеем $(Р;) —э(Р.)< е. 
Но точки Р! и Ро равноправны. поэтому справедливо также неравенство 
9(Р-)—$(Р) <=, Отсюда следует непрерывность $ (Р), и лемма доказана,
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Заметим, что случай, когда функция Х принимает значения разных зпаков, 
легко свести к предыдущему, рассматривая вместо Г функцию Д-Е с, где с — 
положительное достаточно большое постояпное число. 

Понятие интеграла по замкнутому множеству нами, таким образом, обос- 
повано. Мы доказали одновремснно, что всякая неотрицательная функция f, 
пепрерывная на ограниченном замкнутом множестве РА, интегрируема на этом 
мпожестве. В самом деле, если воспользоваться, на основании теоремы 
Вейерштрасса, ограниченностью функции 7, то прямое применение леммы 3 
устанавливает интегрируемость /. Для таких замкнутых множеств, как парал- 
лелепипеды или сеточные множества, наше определение интеграла, очевидно, 
полностью совпадает с обычным определением интеграла Римана для не- 
прерывных функций. 

Справедлива следующая 
Теорема 7. //усть Fy u Ро — ограниченные замкнутые множества 

и / — неотрицательная, непрерывная на каждом из них функция. Тогда 

fiat [ram f fdv+ [ fav. 
ЕР BYP, 

Эта теорема легко сводится к теореме 4, если заключить [y-+ Fy 
в область ® и обозначить ® — Fy = Q),, 9 — Е = 0%. Принимая во вниманис, 
что 

Q + Qo = 2— Fy Fo, 
0,29 = 2— (Fy -+ Fr), 

получим 

[ fav = [ fao— | 14 7% Ду — J fa 

Г м "1 (VI.3) 
Гл = [7% Г Fao; {sao fra [ fav. 

-- , 2,2, PF, 242 

Vis dopmyn (VI1) u (V1.8) и следует наша теорема. 
Теорема 8, Пусть РК; Э № =Э...=27Р =...-‘сужающаяся после- 

довательность ограниченных замкнутых множеств. Обозначим через Ро 
их пересечение: Е = ЕК ... Еь... Пусть Г— некоторая неотрица- 
тельная непрерывная функция на Fy. Тогда 

[ fav = litn Гао. 
я) Е > со 

о Ek 

Доказательство этой теоремы сводится к теореме 5 из прелыдущего 
параграфа, если продолжить / на открытое множество ®, содержащее Г\, и 
положить Я, = © — Ру. Тогда, полагая ещё 

y= M4 MF ee OHA very 
мы будем иметь 

- | В — бо = Г» 

[ram fram J ree (k = 1, 2,...). 

Пользуясь теоремой 5 из $ 2 и персходя к пределу, докажем наше пред- 
ложкенне.
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Теорема 9. Если пересечение сужающейся последовательности 
открытых множеств 

4, 2 2 2 evo = 2, 2 ого 

есть замкнутое множество F: 

Е=019, ...9,..., 
то 

Хау = lim f dv, 
k-> co 

ey 
В самом деле, пусть 

7 

тогда 

[74 = | fao— [ fa. 

Е Or о, 

Переходя к пределу в обеих частях равенства и замечая, что 

lim | fdv=0 
Е-> со 

2 
г 

Е 

Г 

что и требовалось доказать. Заметим, что любое замкнутое множество Р 
всегда можно представить как пересечение вложенных друг в друга открытых 
множеств Су. В самом деле. за ® можно взять множество точек, расстояние 
которых до замкнутого множества К меньше, чем е%, где ек -> 0 при #-> со. 
Очевидно, что пересечение таких множеств Эу; будет содержать только точки, 
расстояние которых до К равно нулю, и, следовательно, будет совпадать 
с замкнутым множеством ГР. 

Теорема 10. Пусть ВСВБе... СВ ... — расширяющаяся 
последовательность замкнутых множеств и пусть сумма их Е огра- 
ничена и является замкнутым или открытым множеством. Пусть 
 — неотрицательная Функция, непрерывная на всех Ру и Е, интегри- 
руемая на Е, если Е — опкрытое множество. Тогда 

Гао = Шт Г f dv. 
k—->0oo 1 

i Fi, 

g e 

в силу теоремы 6. ибо пересечение ®, пусто, получим f fdu= lim | fddv, 
Е 

Теорема сводится к предыдущей в случае открытого множества ЕЁ = ©, 
если перейти к рассмотрению открытых множеств ®%, = ® — Ру, и к теореме б,. 
если множество Ё = Р замкнуто. 

Рассмотрим теперь частный случай 7 == 1. 
Будем называть интегралы 

fe И Je 

соответственно лебеговой мерой открытого множества или замкнутого мно- 
жества Р. Меру открытого множества или замкнутого множества Р мы будем 
обозначать о Е 

те или mF,
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Все доказанные выше теоремы об интегралах, будучи применены к слу- 
чаю / = 1, дают сразу аналогичные теоремы о мере открытых или замкнутых 
множеств. Мера является естественным обобщением объёма. К свойствам 
меры мы ещё вернёмся. 

Для применений важное значение имеет следующая 
Теорема 11. (О среднем значении.) ГГусть Е — замкнутое или от- 

крытое множество, на котором функция фнепрерывна. В случае, когда Е— 
открытое множество, будем ещё предполагать, что Е имеет конечную 
меру и ф на Е интегрируема. Пусть везде на Е выполнены неравенства 

M <f< Me, 

где Му, М. — постоянные. Тогда 

МтЕ < | fdu< MymE. 

Доказательство этой теоремы совершенно очевидно: оно получается из 
того, что 

Ги мов  [ (m—Ndv>0. 
Ё E 

$ 4. Суммируемые функции. 

Переходим к рассмотрению общей теории интеграла Лебега. 
Пусть / — произвольная неотрицательная функция, заданная в ограпи- 

ценном открытом множестве ®. Рассмотрим все замкнутые множества /, па 
которых } непрерывна, и определим верхшою грапь интегралов от }, взятых 
по множествам ГР: ° 

sup J fav. 
Е у 

Будем называть эту верхнюю грань, если она существует и конечна, внутрен^ 
ним интегралом по множеству ® от функции } и обозначать 

(вн) | Гао. 
2 

Понятие внутреннего интеграла приобретает особое значение в тех 
случаях, когда замкнутые множества Р, на которых функция Г непрерывна, 
имеют достаточно большую меру. 

Функция Г, заданная в некотором ограниченном открытом мно- 
жестве 9, называется измеримой, если существуют замкнутые мно- 
жества Fs © мерой, сколь угодно близкой к мере %, на которых f Henpe- 
ривна: 

mQ—~mP; <3, 

где $ — любое положительное число. | 
Если неотрицательная измеримая функция { в открытом мкожестве ® 

имеет внутренний интеграл, то она называется интегрируемой в смысле 
Лебега, а внутренний интеграл от неё называют просто интегралом или 
интегралом Лебега. В этом случае мы буцем пользоваться обычным обозна- 
чением интеграла. 

Как мы докажем далее, интеграл Лебега обладает рядом весьма важных 
свойств, чрезвычайно упрощающих пользование им. Следующий простой 
пример показывает, что для неизмеримых функций внутренний интеграл



94 КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ [л. м 

даже тогда, когда он существует, не обладает важнейшимн свойствами 
обычного интеграла. 

Рассмотрим функцию Г}, положительную в открытом множестве ® и имею- 
щую там внутренний интеграл, но не измеримую. (Можно доказать, что 
такие функции существуют.) 

`Ввиду неизмеримости функции / замкнутые мпожества, где Г пепрерывна, 
имеют меру, существенно меньшую, чем т®, т. е. 

sup mF = a< m®. 
Г 

Очевидно, замкнутые множества непрерывпости для Г и Д-Р 1 будут одни и 
те же. Для любого из них имеем 

Доу | от 

(см. замечание Зна стр. 84). 
Отсюда 

(Л-Е 1) 49 = | fdv-+-mF<sup| fduta fortes уник 
и 

(on) { + 1)do< (on) { fae +a, 

Q Q 

Последнее неравенство означает, что для внутреннего интеграла от 
неизмеримых функций не выполиено, вообще говоря, свойство ацдитивности: 

(вн) | (Д-- 199 ЗЕ (вн) [ лао-нви) dv, 

о и Q 

так как (вн) | 1 dvu=mQ2> a, 
Q 

Замечание. Лемма 3 из $5 3 позволяет дать другую формулировку 
условия измеримости: функция } измерима в открытом множестве ® тогда 
и только тогда, если существуют непрерывные функции }Д», совпадающие 
с Гна замкнутых множествах Ру с мерой, сколь угодно близкой к мере 9. 

Лемма 4. ГГусть Г— измеримая неотрицательная функция в огра- 
ниченном открытом множестве ® и пусть Е, — некоторая система 
замкнутых множеств, на которых Г непрерывна, таких, что 

тЯ — mF, <Ze 

Если существует конечный предел 

lim Г Ff dv, 
ор, 

то функция Г суммируема, и этот предел равен [ f dv, 
8 

Если хотя бы одно из этих утверждений оказалось неверным, то имело 
бы место неравенство 

im f[ fdv< sup | f do, 
0: 

a> р,
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так как, по определению, либо sup | fdv =o, либо sup Гу = [у do, 

Гу Гу 8 
Мы могли бы, следовательно, указать такое замкнутое множество Ру, чтобы 
при любом => 0 имело место неравеиство 

|уао— | 740» 1>0 
0 Е. 

ee 

причём Л непрерывна на Ру, а 4 не зависит от ®. Положим Е, == В Р.. Уси- 
ливая предыдущее неравенство, получим 

|| 749— [14>1>0 
0 Fr. 

é 

Функция / на Ру ограничена. Пусть f< М. При этом 

[ fao— fdv={ { (f—M)do— { (f—M) do} + M(mF,— mF). 
Е, F В и. 

6 Е 

Но выражение в фигурных скобках, очевидно, неположительно п, следова- 
тельно, 

Ут 

Но в снлу теоремы 7 
‚, 

mF — тЕ. = т (Е -- Е.) —тЕ, < в, 
н мы получаем 

7 
— Е. м< 

Следовательно, наше предположение неправильно. Лемма доказана. 
Следствие. Лусть в ограниченном открытом множестве задана 

расширяющаяся система замкнутых множеств 

[Е РС eee С Рис озе)у 

причём тРь > те — 3, где 8, > 0 при Е- 0. Пусть } — неотрицательная 
измеримая функция, непрерывная на всех Ру. Если интегралы 

fie 

ke 
О ограничены одним и тем же числом А, то функция } суммируема в ® 

и интеграл от неё выражается формулой 

ра = Ци | 149. 
р. Ё -> © A 

Это следствие непосредственно вытекает из леммы, если принять во 

внимание, что неубывающая ограниченная последовательность величин 

sre 

к 
имеет предел.
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Теорема 12. Пусть } суммируема и неотрищательна в ограни- 
ченном открытом множестве 9. Тогда для всякого =`>0 существует 
такое 8 (=), что коль скоро %Е 8 и т; <, имеет место неравенство 

[fav< в. 

% 

Предположим обратное. Тогда найдутся такое число ео > 0 и открытые 
множества 9%; со сколь угодио малой мерой 

ms <5, 

f fdv> ey (V1.4) 
25 

для которых 

С помощью открытых множеств ® можно построить сужающуюся 
последовательность открытых множеств Эу, для которых т’, <вь, 8%—>0 
при А -— со и выполнено неравенство (\1.4). Для этого достаточно, например, 

/ выбрать из ©; какую-то последовательность множеств ®@, так, чтобы 

‚ 1 
MQ, oat » 

со . 

, 1 
и положить ®., = У о. По следствию теоремы 6 получим mn, a ‚так что 

sok 

1 
OK Пусть Гу — расширяющаяся система замкпутых 

исчерпывающих множеств для } в 9, причём т (® — Е;.) < 8. Тогда замкиу- 
wt о 

тые множества Ру = КР, — ©, обладают тем свойством, что 

* . 
mF, > m2 — 25). 

можно считать бу; = 

Это следует из того, что 

2— F, SQ— Fy) +9 
и, значит, 

т (8 — №) < т (9—Е)--т9, < 28. 

На основании следствия из леммы 4 множества Ру суть исчерпывающие 

множества для Г вби 

lim | Дау == | Ла. 
k-> co se 

у 
При 9т6м для достаточно большого Ё 

| ra0> [у%—9. 

Fy, g | 

С другой стороны, внутри множества ®», можно найти такое замкнутое 
ih 

множество Ру,, на котором Х непрерывна и для которого 

[ут
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< “ 

По построению Ёу ие имеет общих точек с Гу. Тогда функция ] непре- 
Я иж .. 

рывна на замкнутом множестве Ру, -|- Ру, причём 

| fdv> | rae +2. 
ха С 
Р-Р 

Это, однако, невозможно, так как | fdv= sup Г тач. Нолученное противо- 
Fs. 

2 ЮР 
речие доказывает нашу теорему. Доказанное нами свойство, имеющее основ- 
ное значение, называют абсолютной непрерывностью интеграла Лебега. Оно 
полностью характеризует зависимость интеграла Лебега от множества, по 
когорому происходит интегрирование. Впоследствии мы неодиократно будем 
пользоваться этим свойством. 

Займёмся теперь более подробным выяснением зависимости интеграла 
Лебега от подиптегральной функции. 

Лемма 5. Если функция Ро измерима и неотрицательна, а 1 сумми- 
руема, причём 

2 < Л, 

10 и функция Г. также суммируема и, кроме того, имеет место нера- 
венство 

Гьб< | fav. 
Q g 

В самом деле, рассмотрим расширяющуюся систему замкнутых мно- 
жеств FO), мера которых стремится к т® и на которых непрерывна функ- 

ция Г, а также аналогичную систему Е@) для Mc l p é y у Г.’ для функции 7.. Мера множеств 

Е (3) = ЕЕ), как вытекает из теоремы 7, будет стремиться к mQ, Мы имеем 

[fdv< [ fav< f fav. 
pO) 7) о 

Последовательность 

|| fy, dv 

pF) 

ис убывает, ограничена и, следовательно, имеет предел. На основании леммы 4 
функция > суммируема. Переходя к пределу, убеждаемся в справедливости 
написанного выше неравенства для интегралов от /{ и №. 

Теорема 13. Если А и Ро неотрицательны и суммируемы в 9, то 
и их сумма д--Ро суммируема, причём 

Гаю = [| лв + | ла (* 
2 2 Q 

Построив FO H Fe) так же, как в предыдущей лемме, и составив 

F®) — FOF), будем иметь 
т) > ПО — 9. 

7 Зак. 1956. С. Л. Соболев.
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Функция Х,-- Х, будет, очевидно, непрерывиа па Ё@®) и, кроме того, 

f Ath) do =| faut { fede. (VI.5) 
yr) pe) 2) 

Правая часть имеет пределом | fy do-- | 249. Следовательно, левая 

о [д 

часть имеет предел. 
Применяя лемму 4, убеждаемся в интегрируемости Л: -- 12 и справедли- 

вости формулы (*). 
До сих пор мы рассматривали лишь интегралы от неотрицательных функ- 

ций, непрерывных по открытым и замкнутым множествам, а также измери- 
мых по открытым множествам. Перейдём теперь к иитегрнированию знако- 
переменных функций. Пусть f — измеримая функция, могущая принимать как 
положительные, так и отрицательные значения. Положим 

f= +s 

= 5-Я. 
Функции }+ и /- называются соответственно положительной и отрица- 

тельной частями функции /. Функция }+ совпадает с функцией } в тех точ- 
ках, где Х положительна, и равна пулю там, где Х отрицательна. Напротив, 
/- равна нулю в тех точках, где Х положительна, и равна —Х в точках, 
где } отрицательна. Очевидно, 

f=ft—f-. 

Если функция 7 непрерывна на замкнутом множестве, то обе функции ft 
и }- также будут непрерывны на этом множестве. В самом деле, если точка Р 
принадлежит Ги в ней [ положительна, то Х будет положительна во всех 
точках множества Г, достаточно близких к Р. При этом в окрестности 
точки Р функция 1+ будет совпадать с Х и, следовательно, будет непрерыв- 
на. Точно так же доказывается непрерывность }- в точках, где } отрица- 
тельна. В точках, где }= 0, обе функции /+ и }- также будут непрерывны, 
так как, например, значения Л* при стремлении точек Ру и Р по замкнутому 
множеству будут либо совпадать со значениями #{ в этих же точках, либо 
будут равны пулю, но, во всяком случае, будут стремиться к предельному 
значепию, равному нулю. Отсюда следует 

Замечание. Если функция У измерима в открытом множестве $, то обе 
функции ДТ, Г-- также измеримы в 9. 

Интеграл от функции Х по открытому множеству ® мы определим фор- 
мулой 

Функция 7 называется суммируемой, если суммируемы }+ и }-. Из этого 
определения следует te 

Теорема 14. Если функция } суммируема воткрытом множестве 9, 
то какова бы ни была система замкнутых миожеств Гу на которых f 
непрерывн4 и таких, что 

mf; > mQ -—%, 6-> 0,
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имгет место равенство 

[аи = lim Г та. 

о > 
0 

Its 

Для доказательства достаточно заметить, что 

[fav=f frav— [ f-ao, 

К I. Е, > 

4 6 

и перейти к пределу. 
Докажем теперь ещё одну лемму. 
Лемма 6. Пусть функция }, измеримая в открытом множестве ®, 

представлена двумя различными способами в виде разности неотрица- 
тельных суммируемых функций: 

f=fy—-fh, 4 Х = 3 — Л. 

Тогда имеет место равенство 

Гле- ff du = f fadv—[ fxd. 
2 о о Q 

В самом деле, равенство, которос требуется JLOKA3aTh, PABHOCIMbIO COOTe 
ношению 

frravt [rdo= [frav+ | fy av, 
Q Q Q о 

когорос немедлепио следуст из теоремы 13, если принять во внимапис, что 

АА = А. 
Лемма доказапа. Из этой леммы следует, между прочим, чго, каким бы спо- 
собом мы ни представили У в виде разности двух пеотрицательных сумми- 
руемых функций, имеет место равенство: 

fr а— | du = [ frav— { F-ae. 
о Q Q Q 

Для измеримой функции суммируемость и существование интеграла от 
абсолютного значения функции равносильны. Действительно, если суще- 
ствует интеграл от |1 = /+ -- }-, то по лемме 5 будут суммируемы каждая 
из функций }+ и Х-. Обратно, если суммируемы {+ и Л“, то по теореме 13 
суммируема и функция |У|. 

Замечание. Пусть с — произвольная постоянная, /—суммируемая в от- 
крытом множестве ® функция. Тогда 

[efav=e f fav. 

Q Q 

Справедливость этого замечания почти очевидна. Чтобы убедиться в этом, 
надо воспользоваться аналогичным свойством интегралов от знакопостоян- 
ных функций. 
Tit
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Из предыдущего замечания вытекает следующее важное общес свойство 
интеграла Лебега. Пусть Л, №,..., Лк — суммируемые функции, а аз, а»... 
...› а. —- произвольные постоянные. Тогда 

Га — аа№--.-.- аьЛь) dv = ay [frdo+ a, [pr dv --. ban | fi dv. 
W 2 2 2 

Эта формула доказывается полной индукцией. Отметим ещё одно свойство 
интеграла Лебега. 

Теорема 15. Г/усть функция } суммируема, а функция х измерима 
1 ограничена, причём 

ley] < М. 

Тогда произведение }ф будет суммируемо и 

| ле в |< м [17а 
2 Q , 

В самом деле, |7 |< МЛ. Функция М |У| суммируема, значит, и |1 х| сум- 
мпруема, причём 

| лево | < лаем [ле 
о о о 

$ 5. Неопределённые интегралы от функции одной 
переменной. Примеры. 

Если Г (х) — суммируемая функция в промекутке 0O< х < 1, то она, оче- 
видно, будет суммируема и в любом промежутке 0% х-< у, где у < 1. Инте- 
грал 

4 

FI) = [дах 
0 

называется пеопределённым интегралом. 
[о самому определению меры изолированная точка имеет меру нуль. 

Поэтому интеграл по открытому промежутку О<х<Ху равен интегралу, 
взятому по любому из следующих полуоткрытых и замкнутых промежутков: 

О3х<у 0б<%<х<у 0<х<у. 

Это оправдывает обозначение 

y 

[fax 
0 

и позволяет утверждать справедливость равенства 

v С с 

Гледах+ [лодах = [ увдая 
@ U и 

для любой суммируемой функции Х (Хх).
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Докажем теорему. 
Теорема 16. Г/роизводная от неопределённого интеграла равна 

подинтвгральной функции во всех точках непрерывности этой функции. 
В самом деле, 

ув 

РОО т [дан 
9 

  

Обозначим через т, и Мь соответственно нижнюю и верхнюю грани 
функции Г(х) в промежутке узх<у--Ё при Йй>0 и в промежутке 
ythox<cy upu hod. 

Тогда в h F 

и, следовательно, 
im ГОРО) 

lim h =f (y), 

h->0 

что и требовалось доказать. 
Измеримая функция может не быть суммируемой. 
Рассмотрим некоторые примеры. 

  

т 1 v2 мо. Пример 8. Фуикция Х = риа, где R= Ух -- ха... ль изме 

рима в шаре < |. В самом деле, если исключить из этого шара внутрен- 
пость малого шарика, Ю <, в оставшейся части } будет нспрерывна. Эта 
фупкция будет суммируема в случае а >0. Для того, побы доказать это; 
заметим, что 

  

    

  

, k—1 
AX ,...dXy, Ч 

...) Ютта = д 
1 11 =0 
Е < <1 

rie 

ф — ° Ax1...dXy, 

” ... Юп-я ‘ 
91-1 < т 

Сделаем в № замену переменных x4 = 5 (i =: ],..., №). При этом 

ие [9 о, 
т — Эта — Noa Oma 1 

> хо . 2 

<<! ту У а 
. t=] 

где 

< 2 
= И 4, 

taal 

откуда 
&—1 со 

1 —_ 2 
фт < oma =’ 

m==0 m=0 

что н требовалост, показать.
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a 

HN3MepHMa B 2n-mepHoit oOnacTH O<ax;<1; O< ppl (@=1,..., 2). Она 
будет суммнруемой при а > 1. 

самом деле, ссли исключить из этого куба миожество г<.е, то } 
в оставшейся частн будст непрерывна. Объём исключёиной области, как 
легко видеть, есть малая величина порядка =”. Суммнруемость Х при «>11 
устанавливастся, как в прошлом прнмере. 

Пример 10. Функция /] в кубе 9%, —1«х;<1 (=1,..., п), прини- 
мающая значение сдиница в точках, всс координаты которых рациональны, 
и пуль во всех остальных, суммирусма. 

Всс рациональные точки могут быть перснумерованы числами натураль- 
пого ряда. 

Действительно, пусть координаты какой-либо положительной рациональ- 
ной точки выражаются дробями 

] о . 
Пример 9. Фуикция Х= ЕЕ» ГАС г == V (41 — м... — У, 

N° Qs Ч». 

Выпишем подряд 2п целых чисел ру, ро, ..., Ри, @ь 9»-.-, @и. Каждой ра- 
циональной точке отвечает много таких комбинаций целых чисел, так как 
одно и то же рациональное число можно представить в виде различных 
сократимых дробей. Однако каждой комбинации 2и целых чисел отвечает 
только одна вполне определённая рациональная точка. Все такис комбинации 
можно перспумеровать подряд при помощи последовательности печётных 
чисел. Для этого выпишем сначала целочисленные комбинации, сумма эле- 
мситов которых равиа пулю (их, очевидно, будет конечное мисло), затем 
сдипице, двум и так далсе. Таким образом. все положительные рациональные 
точки будут занумеровапы, причём каждой из них будет отвечать бесчислсен- 
пос множество различных померов. Для того чтобы сделать нумерацию 
взаимно однозначной, надо при последовательной нумерации точек выбра- 
сывать уже занумерованные. Что касастся отрицательных рациональных 
точек, то мы их включим в нумерацию при помощи последовательпости чёт- 
пых чисел. 

Каждую из рациопальпых точек 

Py, Pay cosy Pay vee 
> 

можно заключить внутрь некоторого эллиисоида Ч с центром в начале коор- 

димат и с фокусом в данпой точке так, что Mn ayn ye: 

д СЁ . а: ‹ Сумма gi } = о... 2, - ... будет открытым мпожеством с мерой 

] cy) > , 

< 5 н поэтому сколь угодно малой. Множество Г, = vy, — 2) имеет меру, 

сколь угодно близкую к мере 9%. На нём Х непрерывна и равна нулю. Г’ обра- 
зуют исчерпывающую систему; значит, 

... Гуд =0. 
—1<2,<1 

Нам часто придётся рассматривать функции, заданные в неограниченной 
области ©. 

Рассмотрим систему шаров А < М, н пусгь 9х обозначает часть откры- 

того мпожества ®, лежащую впутри этого шара. Неотрицательную функ-
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цию / мы будем называть измеримой в , если она измерима в любом 9, 
ни суммируемой в 9, если интегралы 

ограничены. Тогда ио определению 

[у =) tim { fav. 
2 ЗМ 

М -> со 

Интегралы от знакоперемепиых функций определяются как обычно. 
Для таких интегралов справедливы все обычные свойства, которые мы 

перечислим: 

Lf thao [ле + [6 
<} о о 

2. | af dv =a f fav; 
$ 

& [94| < max | ¢| J flee 

ft 

причём из существования правых частсй этих соотношений вытекает и сущс- 
ствование левых частей. Доказательство этих свойств получастся очевидным 
образом путём предельного персхода. 

Пример 11. Пусть ГЕ тит Ю = 

     

  

п 

У. xy в oOnactn R> 1, Pyu- 

4==1 " 

ция /, очевидно, измерима в °. Она будет суммнирусмой в ® прн а >> 0. 
В самом делс, 

со 

4х1. e -AXy, __. it 

eee nea ыыы пр 

., . R 

  

R>1 
2—0 

где 

ax). . AX», 

Yon = mv — Юта * 
vit -R ceed , 

Положим 
Th 

жё = 214, ((=1,..., и) и ры хе; # =1 

тогда 
2 

Yn = 1 | | 41...45 _ 1 Uo т — a = 
1«р<? 

ИЛИ 
со 9 

ч a 

у м 
wad DH] Yo 
m=0 

что и требовалось доказать.
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Из примеров 8 н 11 следует, между прочим, что интегралы 

" dx,...dxy, dx,...dx», 
eee — рав о И ... — Rnta 

Е<5 1 < R>= 
стремятся к нулю при 8 -> 0. 

§ 6. Измеримые множества. Теорема Егорова. 

Имея в виду дальнейшее изучение свойств суммируемых функций, введём 
теперь понятие измеримого множества. Пусть ® — ограниченное открытое 
множество, а Е — какое-нибудь заключённое в нём точечное множество. По- 
строим характеристическую функцию &х (Р) для множества Ё, т. е. функ- 
цию, равную единице в точках ЕЁ и нулю вие Е. 

Если функция 8. (Р) измерима (и, следовательно, суммируема ввиду огра- 

пиченности Ёх, (Р) и 9), то множество Е называется измеримым, а нитеграл 

f E (P) do 
Q 

пазывается мерой Е и обозначается тЕЁ. 
Нетрудно проверить, что в случаях, когда Е — открыгое или замкнутос 

мпожество, новое определение меры совпадает с ранее даиным, ибо тЕ 
в этих случаях строится точно так же, как и раньше. 

Если мпожество Е измернмо, то и множество 9 — Е измеримо. В самом 
деле, если измерима фупкция 5 (Р), то будет измернмой и функция 

1 — Е» (Р)=&_ в(Р). При этом 

m({(2— ВБ) = fu — 8 (Р)] 49 = т — тв. 

Q 

Для любых лвух измеримых множеств справеллива формула 

by (P) + Ep (P) = в. и, (Р) | "к, (Р). (71.6) 

<. ” 5 kb , a , , . . 

Далее, ИЕ, == Зи Е. Очевидно, с, (Р) измерима и, следовательно, изме 

рима fp +в. Мы видим, что сумма и пересечепие двух измеримых MHO- 
i 49 

жеств всегда измеримы. 

Теорема 17. Для того чтобы множество Е, лежащее в опкрытом 
множестве ©, было измеримым, необходимо и достаточно, чтобы суще- 
ствовала последовательность замкнутых множеств Ру, заключённых вЕ, 
и открытых множеств Эъ, содержащих Е, таких, что 

т (9, — Рю -— 0 при А -> со. 

`’ Доказательство. Предположим, что функция т (Р) измерима. Тогда 

можно указать замкнутые множества Ру с мерой, сколь угодно близкой 
к тО, на которых &» (Р) непрерывна. Каждое такое множество Ру, распа- 
дастся па два подмножества без общих точек: 

Py FYE PD,
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me Fi) = F,E, FP) = В — Е. На ЕО функция Е, (Р) равна 1, а на Е@) ona 
равна нулю. 

Каждое из множеств, как легко видеть, будет замкнутым. В самом деле, 

предельная гочка для последовательности точек Р„ из Fo) есть точка мно- 

жества Ру и, следовательно, принадлежит одному из множеств FY) или 

Fe 2), Однако она не может принадлежать FY), так как в этой точке функ- 

ция в (Р) была бы разрывна на Ру, что противоречит выбору Еь. Таким 

же образом доказывается замкнутость Е®. 
Мы имеем по условию 

тЕх == тЕу + mF) >> mQ — Bz, 

где 5% >> 0. Отсюда 

те + m2—m (2 — Fi) > m2 — 8, 

. HH 

m (© —F (2)) — т < 5х. 

Миожества pe) H (2 — FP) н суть те множества, существование кото- 
рых утверждает теорема. 

Обратно, пусть существуют множества Лу и ®), обладающие указанным 
в тсореме свойством. Мы можем всегда заменить множества Ск на множе- 
ства о, такие, что мпожества о— 9. будут замкнутыми. Для этого при- 

сосдицим к мпожеству ‘2; множество ‚ состоящее из тех точек мпоже- 

и ] 
ства ©, расстояпие которых от границы С множества ®@ мепьше в. Oue- 

ek 

видно, 1 “1 О при А —с0 и поэтому, если положить “у, = Чь 9, , 

ie Ё 

разность m2, '— тРу будет порожиему сколь угодно мала при достаточно 

большом А. Множество 2 — ‚ будет замкнутым как разность между зам- 

кпутым мпожеством ® Leu I " открытым мпожеством Ч»-|- 0 

k 
. , 1 , тж 

Легко убеждаемся, что функция 8х, (Р) испрерывиа па Гу и ца 8—9... 

Следовательно, она непрерывна на множестве Гу -- (2 — OP), так как фуик- 

ция, непрерывная на двух замкнутых множествах, не имеющих общих точек, 
непрерывна на су:зме этих множеств. Оценим меру этого множества, 0бо- 
значив его Фу. Очевидно, 

Oy, = Fy + (Q— 2) = 2 — (Oy — Fr). 
Далес, 

mY = т [Фо — Е < т®, + т(9, — Fy). 

Следовательно, 

тФ, >. т9 — 8, где 6; -> 0 при К - ©. 

Таким образом, &» (Р) непрерывна на замкнутых множествах Фу; с мерой, 

сколь угодно близкой к мере ©, и, следовательно, измерима, что и требо- 
валось доказать.



106 КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ [л. VI 

Нетрудно доказать, что если множество Е измеримо, то 

© 

mE = sup mF = И! то, 
F 

где Г`— замкпутые множества, содержащиеся в Е, а О — открытые мнпоже- 
ства, содержащие LE. 

Пусть /— суммируемая функция в 9, а Е —измеримое мпожество. Опрс- 
делим интеграл от Х по множеству Е формулой 

[у = i (P) f (P) dv. 

Легко видеть, что это определение не зависит от выбора открытого мно- 
жества ©, содержащего множество Е. Если множество E заключить в какос- 
пибудь другое открытое множество, величина интеграла останется прежней. 

Это опредсление равносильно прежнему для тех случаев, когда Е = Р ссть 
замкнутое множество, на котором функция непрерывна, и когда ЕЁ = есть 
открытое мпожество, гле функция нспрерывна. В самом деле, пусть FO), 

[-®) — замкпутые мпожества без общих точек, на которых &р (Р) испрерывиа 

и приипимает соответственно значения нуль или единица, причём 

тЕ (1) + mF (2) > mB—s, 6>0. 

Существование таких множеств установлено при доказательстве тео- 
ремы 17. Если Е =Р— замкнутое множество и У непрерывиа на Г’, то 

за множество Е можно взять само множество Г. Тогда на основанин 

теорсмы 

| Sy (PYF (P) do = Ш Г =, (Р)Х(Р) аа = { ty (P) f (P) du = fiw 
Е 

  

о #9 4-20) 

Если Е = Оу — открытос множество п Ф; — система нсчерпывающих мио- 

жеств для Ё в О, то множества Е) можно заменить на Фь, ибо 

[Q— (@3 + FP) S [2 — (О В © — Ba) 

и, значит, 

т [© -- (5-29) < т [© — (ЕФ-- Е) п (9—9) < 28. 

Таким образом, ©, + FY) будет исчерпывающей системой для функ- 

цни 5х (Р)Х(Р). Отсюда 

| E. (P)S(P) dv = lim f Ex» (P) f(P) du = 
2 

5->0 . 
o, + FO) 

= lim Гы (P) f (P) dv = lim Г = [ла 
8 0 8->0 : ; 

Ds Ps 2 

что и требовалось доказать.
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В силу формулы (\1.6) имеем 

[fao+ [ ао = Г Гао + [| Гао. 
i i, By RE, iE, 

B aactuocrn, iin f= 1 получим равенство 

mE, + mEoq = т (Е\ -- Ез) -- т (Е16). 

Если для некоторого множества Е существуют такие содержащие его 
открытые множества ®, что ИИт Оу =0, то согласно сказапному выше 
тЕ =0. Обратно, всякое множество меры нуль может быть заключено 
в открытое множество сколь угодно малой меры. 

Теорема 18. Если функция Г отлична от нуля лишь на множестве Е 
меры нуль, то интеграл этой функции по открытому множеству 9 
равен нулю. В самом деле, пусть Ру — исчерпывающая система замкну- 
THX множеств для } а ЧУ,— система открытых множеств с мерой, 
стремящейся к пулю, содержащих Е. Мера замкнутых мпожеств 
Фу = Ру»; будет стремиться к мере ©, так как © — у = (2 — у) 9% 
отсюда т (9 — @;,) < m(2— Г) -- тб, - 0. Таким образом, система замкпу- 
тых множеств Фу будет исчернывающей. Утверждение теоремы следует из 
того, что для этой системы все интегралы 

[fav 
т 

равиы нулю. . 
Если двс суммирусмые функции 7/1 и № отличаются одна от другой лишь 

па множестве точек меры пуль, TO 

Глав = [ 4. 

Q а 
3 самом деле, 

Глао— [ьа% |= | Гифу |< [Пл 

о о ъ 3 

Мы будем. говорить, что некоторое утверждение имест место почти 
всюду или почти везде, ссли оно имеет место для всех точек, кроме, быть 
может, точек некоторого множества Ё меры нуль. Как было показано выше, 
ссли две фупкции совпадают почти везде, то интегралы от них равпы и 
равеп нулю интеграл от модуля их разности. Такие функции мы будем 
пазывать эквивалеитными. 

Рассмотрим ещё одни вопрос, важный для дальнейшего. Пусть Ё — ис- 

которое измеримое ограниченное множество, и пусть 2) — расширяющаяся 
система замкпутых множеств, принадлежащих множеству Е; 

FY = ЕО = Fo) =...< Fo =... 

Систему Е®), состоящую из иножеств 

Fe) = Fe) < Е <=...“ Fe) CH ..., 

мы назовём внутренней по отношению к Е» еслидля любого Е® можно 
9 указать такое множество Fy amo Fi?) = Е. 

c 

Условимся при этом писать: 

РФ < РО или FY > FO,
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(Соотношение Г (9 > 22) не исключает Е) < F@) ) V3 FO > FO) и Е@ >) 
3 cnenyer FY > F®), 

Лемма 7. Пусть дана последовательность расииряющихся систем 
замкнутых множеств на множестве Е: 

FY > FAI > FO >... FO >.., 

и таких, umo lim (mE — те) = 0. 
k->00 

Тогда существует система Е®), внутренняя по отношению ко всем 
Е®) и такая, что опять Шт (mE — mF) = 0. 

Е-> со 

Докажем эту лемму. 
« . | 6d 

В каждой системе 2) выберем такое множество Е) = FS) ‚ что: 

Я J 

Пусть 
ow) -(®) fk 1)* (m)* 

Ft ) — Е Fl eee F ee0 

Очевилно, что 

POE FOE... SFOS 

Миожества Fe) суть замкнутые множества. 

Нетрудно видеть, что система FO) является впутренней по отноше- 
$ inf GE ts 

пию к любой из систем Е®). Это следует из того, что ЕЁ) © POY для 
любого $> #. 

Остаётся показать, что шп т!) — т. Имеем 
k-> co 

. . . % + Ван 
тЕ— mF) <m(i— FM )-|- (Е — РЕМ)... tem (E— вит) -|-... 

J 1 J 
eee S 3K + eri + eee = 5-1? 

откула и следует паше утверждение. Лемма доказана. 
Следствием этой важной леммы является | 
Теорема 19. Г/оследовательность функций ]4, Ро» ++.» Л» ++ +» НеПре- 

рывных на замкнутом множестве /!, сходящаяся всюду на Р, сходится 
равномерно на системе замкнутых мноэкеств Ру таких, что 

lint mF; = mF, 
6->0 

Для доказательства этой теоремы рассмотрим замкнутые множества 
Е) (=), обладающие тем свойством, что на них 

Fry —fing! Se 

для любых пн >Ри т> Е. 
_ Каково бы ни было е, каждая точка Р принадлежит хотя бы одному 

Г» (е). Следовательно, 

P= Fy (£) + ...-Н Аь (е) + ... 

Кроме того, /4 (е) ©= РЬ (е) <= ... © Рь (=) © ..;
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Применяя теорсму 1% (\!), будем иметь 

lim mF), (€) = mF, e 
k->co 

Рассмотрим последовательность систем Е) состоящих из FP, (53): 

fd 

(5), --. 
Очевидно, 

Е) > Е® 5... 

Применяя лемму 7, убеждаемся в существовании системы /(@), внутреи- 

пей по отношению ко всем 2®), На любом множестве Е) последователь- 

ность 1, /,... сходится равномерно. 

В самом деле, Fe) лежит внутри некоторого Е) для любого (5$), и, 
5 

значит, мы получим: 

1 
|1 —Лто | < ‘98 при 4 > Пс» То > Ng. 

Теорема доказана. 
Из этой тсоремы пепосредственио следует основной факт теории изме- 

римых функций. 
Теорема Егорова. Сходящаяся почти всюду последовательность 

измеримых в ограниченном открытом множестве 2 функций fy, 
Ло, -..» № --. имеет своим пределом измеримую функцию. 

Действительно, выделим замкпутые множества Гу, на которых Л иенре- 
рывна, так, чтобы иметь 

г 

о yi ——_- 
mo — mPa < ОК+1 * 

На множестве 

Fy = FyFs @ee Г aes 

всс функции 1, №, ... непрерывны. 
Подсчитасм меру №. 
Мы имеем 

mio = lim meyF eee Frey 

k->oo 

. , 5 
mF, — mP\ fy = m (PF, + Fe) — тР. < т® — тЬ. < 3? 

MP Py — mPyfoFs = m (Fy Po + Fe) — mPs3< mY — my < “= HoT. Dey 

откуда 

> 6 $ 8 
mPyFo ... Py > mF — д = mQ — (m2 — тР\) — Z > m2 — 5 

и, следовательно, 

и 

inl 2 me — 5.
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Мз схолимости Гр, .--, Гу, --. Почти ваюду следует существование зам- 
a ` 0 

кпутых мпожеств Г; таких, что тРу > m2——, На которых опа сходится. 
® 

c 

Тогда Г; = Е. обладает свойством 

> = 
тРъ > т® — 8. 

На основании теоремы 19 последовательность Л, Хо, „..› Лк, +». СХОДИТСЯ 
7 ok 

равномерно на множестве Р; < РГ», таком, что 

$ ! © 

тЁРу — т, 5 

` 
7? 

п, значит, #Р; > ШО — 26 и, следовательно, 

Ло = lim fy 
> со 

/ о e IICMipepbIBHa Ia MuowecrBe Fs c Mepoi, CKONb yrouHO Gun3Koh K m2, HW ABAeTCA 
измеримой, что и требовалось доказать. 

Пользуясь теоремой 19, можно доказать следующую важную лемму. 
Лемма 8. Ecau неубывающая последовательность суммируемых 

функций р, Л, ...,Ль... в Области ® обладает тем свойством, ито 

[ ло < А, 

т. с. если интегралы от её членов остаются ограниченными, то после- 
довательность fy, for...) Fig ++. Имеет почти всюду своим пределом 
суммируемую функцию 

Ши Лк = 
и со 

и, кроме того, 

lim [ f,dv= | fy do. 
k-> 00 р. 

Лемма будет доказана, если мы установим существование таких замкну- 
if: 

THX MHOWCCTB F;, Wa которых все }, непрерывны, последовательность Х,, 
By) с . 

равномерно сходится, н притом т (8 — Е;) < 65, где в—любое положительное 

число. 
В самом деле, при этом предельная функция Ло будет нпепрерывна па 

xi 
всех мпожествах Г. и будет выполнено перавенство 

| foav<a. 

i 
На основании леммы 4, Ду будет измеримой и суммируемой функцией. 

Замкнутые множества Р, образуют исчерпывающую систему для № и поэтому 

Лии | Ло @9 == ] Jo USA. 
6-0 i м
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Накопец, каково бы пя было ¢>>0, ири достаточно больнюм А будем 
иметь 

[лье < Гл < [ла -ь 

и, следов ательно, 

[ frav< f toav< f frdo+e 
о 2 5 

Зпачит, 

[ fy dv = lim Г fr, do, 
Gb Е > у 

что и требовалось доказать. Докажем существование множеств, обладающих 
указанным свойством. Рассмотрим сначала случай, когда Лк > 0. 

Введём в рассмотрение функции 

фе == агс Ух. 

Очевидно, Ф; будет псубывающей ограничепной последовательностью. По- 
этому Фу сходится всюду на ®. 

Обозначим 

lim =. 
&-> со 

Из рассуждений, приведённых при доказательстве теоремы Ггорова, 
мы видим, что существуют замкнутые множества Ру 

т -—-тБ < 5, 

па которых сходимость равномерная н % непрерывна. 
f д 

Пусть Ру-—замкнутое множество тех точек Р;, для которых Фо = =. 

На F, фупкция $, равномерно стремится к 5 и, значит, /ь = ю фу равпо- 

мерно стремится к со. Следовательио, 

mF, = 0, 
иначе мы имели бы 

[fe adv —> о, 

, 
Is 

чго, очевндно, невозможно. 

Заключнв F; в область О., такую, что 

т < 6, 

ПОЛОЖИМ в 

О — ДП [ 5 “5 5° 

Очевидно, 

mP. >> m2 — 20. 

На множествах Г” последовательность ф, равномерпо схолится к пределу, 
0 

к 
отличному от -у, и, значит, Лк равцомерио сходится к конечному пределу.
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Лемма доказана. 
Если ДГ; — знакоперемевная функция, то достаточно рассмотреть ио- 

следовательность 

Фк = Лк Ль 

и доказательство сводится к предыдущему. 

$ 7. Сходимость в среднем суммируемых функций. 

В качестве примеров на применение доказанных выше теорем приведём 
несколько предложений о свойствах меры. 

Теорема 20. /Густь на открытом множестве ® задана последова- 
тельность измеримых множеств Ву, Е, ---, В ..., Не имеющах попарно 
общих точек. Тогда сумма этих множеств 

Eq = Вл - В -|- eee -- Вх -- хоо 

измерима и 
oo 

mE, = > mE; 
t=] 

Действительно, пусть &(Р) есть характеристическая функция множе- 
ства Е;. Положим 

8 

фз = > & (P). 
$ —=1 

Каждая из функций %Ф, суммируема по теореме 13, как сумма конечного 
числа суммнруемых фупкций. Последовательность %, является неубывающей 
последовательностью, которая сходится к характеристической функции мно- 
жества Ву т. с. к &(Р). Кроме того, $, < 1, так как множества не имеют 
общих точек и, следовательно, не может быть двух функций & (Р), отличных 
от нуля в какой-либо точке. На основании только что доказанной леммы 
фупкция & (Р) = lim $Ф. суммируема и 

8—> со 

J & (2) 40 = im ] (ХР) = У [в (Ро 
k=1 о 

Отсюда и следует наша теорема. 
Следствие 1. Бсли Ву, Бо,..., В»... - произвольная последова- 

тельность измеримых множеств п 

Во = Е1-+ В -+ оо +В + ФФ 

то Е измеримо и 

mE, < У, тВь, 
&=1 

Действительно. множество Еу можно представить в виде 

Ey -+ (6-Е) + 3 — (Fi + £2)] + -- 
ooo t [Ex — (Fy + La-4 ... + ВА...
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Каждое из слагаемых, очевидно, измеримо, все они попарно не имеют общих 
точек и 

т [Ву — (Е В-| ... | Вь-1)] < Ех. 

Отсюда и вытекает наше утверждение. 
Следствие 2. Сумма последовательности множеств меры нуль 

Ey == Ey+ Fo... flat... mE}, = 0, 

является также множеством меры нуль. 
Следствие 2 непосредственно вытекает из следствия 1. 

Мы доказали выше, что если функция Л обращается в пуль почти всюду, 
то интеграл от неё равен пулю. Сейчас мы докажем теорему. в искотором 
смысле обратную для этого утверждения. 

Теорема 21. Если интеграл от неотрицательной суммпируемой 
функции Г по ограниченному открытому множеству равен нулю, то 
функция } равна нулю везде, кроме, быть может, некоторого множе- 
ства точек Е меры нуль. 

Для доказательства рассмотрим расширяющуюся систему замкнутых мпо- 

жеств Гу, на которых функция Г непрерывна, причём т @— <. 

Множество точек Ву, принадлежащих открытому множеству ©, которые 
не войдут ни в одно из множеств Ру, имсет меру нуль, так как оно может 
быть заключено в семейство открытых множеств ® — Ру, мера которых стре- 
мится к нулю при # — оо. 

1 
Множество Фу тех точек множества Гу, где f 2» есть, очевидно, зам- 

кнутое множество. По условию тсоремы 

Гуа =0, 
Pr 

со 

откуда следует тФу =0. Положим Е = Ву-- У, Фу. Множества Фу, образуют 
&=1 

расширяющуюся последовательность. Всякая точка, в которой />>> 0, должиа 
войти или в Ру, или в одно из множеств Фу, т. е. будет принадлежать мно- 
жеству В. По доказаиному выше и = 0, что и требовалось доказать. 

Теорема 22. Если функция УХ суммируема в открытом мносе- 
стве ® и если при любой непрерывной в ® функции bY имеет место 
равенство 

( dv =0, 

Q 

то функция } удовлетворяет условию 

Го =0 
Q 

и, следовательно, равна нулю почти всюду. 
Докажем эту теорему приведением к нелепости. Если бы интеграл 

| |fldv был отличен от пуля, то по крайней мере один из иитегралов 

ы 

Глена, [fr ae, 
Q а 

$ Зак. 1956. С. Л. Соболев,
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сумма которых равна | |f |dv, был бы отличен от нуля. Разность этих инте- 

2 
гралов равна нулю, ибо она равна интегралу от Х. Следовательно, оба интс- 
грала должны быть отличны от нуля. Тогда существует замкнутое множе- 
ство F’, Ha котором }+`>0 и, следовательно, /==}*, причём для этого 
множества 

fr dv = f{ fdv=h>0. 
F' F' 

Этот интеграл может быть записан в виде 

J FP) Ep Py ae, 
2 

где &» (Р) — характеристическая функция множества РЁ”. По лемме 3 и заме- 
чанию на стр. 94 существует непрерывная функция хх (Р), значення которой 
заключены между нулём и единицей: 

О< к (Р)<Ь 0<ж(Р)—Еь, (Р) < Ь 
и которая может отличаться от & р», (Р) только на множестве 9, сколь угодно 

малой меры. При этом . 

[Руб (Руо = | Рузь (Руао + [| (РУЕь O—y ао. 
Q о о | 

Но по условию теоремы первый интеграл в правой части равен пулю ввиду 
непрерывности ух (Р). Пользуясь ещё теоремой 15, получим: 

| Гир [Ex (P)—%, (PI dol < [IF (P) ldo. 
о 

с, 

В силу абсолютной непрерывности интеграла от | У (Р)| последний интеграл 
становится сколь угодно малым вместе с мерой Фу; и, следовательно, не может 
равняться постоянному числу й_>0. Получилась нелепость, опровергающая 
наше предположение. Теорема доказана. 

Лемма 9. Любая непрерывная в открытом множестве ® функция 
ф(Р), отличная от нуля лшиь в открытом множестве %х», лежащем 
внутри © вместе с границей, может быть со сколь угодно большой 
точностью приближена с помощью функции ф,(Р), имеющей непрерыв- 
ные производные любого порядка и отличной от нуля лишь в откры- 
том множестве 9, состоящем из точек, расстояние которых д0 Ly 
меньше й. Здесь й — достаточно малое положительное число, зависящее от 
желаемой степени точности приближения и от конфигурации 9 и 9. 

Построим функцию фу (Р) по формуле 
y2 

e”—My (Pl) dP! 

  by (P) = “4 v2 3 

е"—1 ap 
rsh 

где 
  

: 2 v 9 7.2. 

r=V (x,—-*1) -|- (х.—х,) -b eee + (Xx) -- ¥,) e
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Фупкция &;,(P) неограпиченно дифференцируема. В самом деле, 
обозпачим 

y? 

е"—" аР’ = *(й) 
r<h 

ни определим функцию ® (Р, Р’) соотношеннями 

0; r>h 

w (P, Р’) = 1 op 

(A) © РОЙ. 

Функция Ф, (Р) может быть записапа в виде 

InP) = | $ (Ро (р, Р)аР”. 
я 

В таком внде к ней применима теорема о дифференцировании по пара- 
мстру под знаком интеграла. 

В самом деле, функция © (Р, Р/’) имсет непрерывные производные любого 
порядка по координатам точки Р, Производные любого порядка от ® (Р, Р’), 
очевидно, существуют при г<Ёи при г> А. Их предельные значения при 
г>йиг-й будут все равны нулю. Нам нужно установить, что и пре- 
дельные значения всех производных от ® при r<ch, r->h тоже будут 
равны нулю. Это следует из того, что любая производная от ® порядка $ 
будст иметь вид: 

92 

92 — h? 

05% е , 

дх'"....дхт — (2—2 О (++ Ха Хр +4, Хр), 
Loess Va 

  

72 

72—12 где О — многочлен от своих аргументов. Но 2 стремится к нулю бы- 

стрсе, чем идёт к бесконечпости, и, значит, 
(r2 — h?)8 

8 

lim a he a = 0. 

r>h Ox... OX,% 
  

Для разности v, (P)— (P) umMeem: 

[ТР — (Ру ар 
$» (Р)—Ф(Р) =“   yf? 

et —Wagpr 
r<h 

При достаточно малом Й 

ly (P)— vy (Pl <e 
откуда по теореме о среднем 

[Фи (Р) — +(Р)|< в. 
Лемма доказана 

Bs
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Эта лемма позволяет пользоваться интегральным признаком обращения 
функции в нуль в несколько ослабленной форме [см. $ 4 (\])]. Пусть Л 
суммируема в 9. Положим, что 

[FP ex@aP=o (VL) 
& 

для всех функций % (Р), имеющих непрерывные производные любого порядка 
и отлиЧных от нуля каждая только в некоторой внутренней подобласти Quy 
области ®. 

Этого достаточно для того, чтобы утверждать, что 

[Пиар = 0. 
о 

В самом деле, если условие (\1.7) выполнено для всех неограниченно 
дифференцируемых функций, то оно выполнено и для всех непрерывных 
функций. Предположим противное. Тогда существует функция % (Р). такая, 
что 

fF) WPaP>de. 
2 

В силу леммы cyllecTByioT yHKUHH $,(P), CKO угодно близкие к щи 
дифференцируемые неограниченно. Имеем: 

f FP) %(P)aP = f FP) Yn, (PAP + f FP) Mo (P)— 4 (PI) AP, 
2 Q R 

По условию первое слагаемое равно нулю. С другой стороны, 

| f FP) (oP) — dn Pn) AP | <max | Hy (P)— (РУ (таре, 
2 Q 

где е— произвольное положительное число. Мы пришли к противоречию, 
доказывающему наше утверждение. 

Для доказательства важной теоремы 23 нам потребуется следующая 
Лемма о наибольшем и наименьшем пределах после- 

довательности. Пусть лу, Хе, ..., АХ, ... есть какая-то ограниченная 
последовательность всщественных чисел. Наибольшим пределом последова- 
тельности {ху} называется такое число У, что при любом в ‚>> 0 среди чисел {х»} 
найдётся лишь конечное таких, для которых выполнено неравенство 

Xp > V¥ +e, 

и бесконечное множество таких, для которых 

Xk > Y—e, 

Наименьшим пределом последовательности называется такое число у, 
что неравенство 

хр < У— 

выполняется лишь для конечного числа хъь, а неравенство 

<I +8
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имсет место для бесконечного множества чисел ху. Если наибольший и наи- 
меньший пределы совпадают, то, очевидно, последовательность сходится и 
имеет только одну предельную точку. Принято обозначать 

Y=limx,, y=lim x,. 

С праведливы следующие формулы: 

Пт ху = lim | lim max (Xj, ..., Xy+45) |, (VI.8) 
jrol 8>oc 

Ни хак == lim | Ш пыл (Жр +.) Хр) |. (V1.9) 
1-> со {| $->с< 

В правых частях (\1.8) и (\1.9) оба предела имеют смысл. В самом 
деле, при возрастании $ величины 

(7 — 
23 = max (X,, 4-1? e@eeyg ¥ 549) 

не убывают, оставаясь ограниченными, и, следовательно, стремятся к неко- 
торым пределам, которые мы обозначим 2(7. Величины 2(Л ограничены снизу 

и не возрастают с увеличением ], так как 22 < 21Ы—9 и, следовательно, 

27 = lim 2) < lim 20 В = 271, 
8-> 00 8-> со 

Отсюда вытекает существование предела lim 29), 
jroo 

Докажем теперь справедливость формулы (\1.3). Каково бы пи было 
в > 0, бесконечное множество чисел 27 будет удовлетворять условию 

(7 их. — 25 > ШИ, — в 

и, следовательно, 

at) > Tim x,. 

С другой стороны, при достаточно большом ] все 29) будут удовлетво- 

рять неравенству 

, 207 «Нтлх,-е. 
Значит, 

2) <iim x, +2, 

откуда и вытекает правильность формулы (\1.3). Аналогично можег быть 
доказана формула (\1.9) для нижиего предела, которая, впрочем, сводится 
к формуле (У\1.8) заменой хх на —хк. 

Пусть дана последовательность суммируемых в открытом множестве © 
функций 11, №, ..., Лю... ЕСЛИ для всякого в > 0 существует такое нату- 
ральное число № == М (г), что при т, п > М№(е) имеет место неравенство 

| [т — 199 <ь, 

td 

то последовательность {Ук} называется сходящейся в себе. Справедлива
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Теорема 23. Для всякой сходящейся в себе последовательности 
Н, Ло, --., Лк... Существует суммируемая функция }, называемая о0боб- 
щённым пределом последовательности {fy} и обладающая свойством: 

| \fr—fol dv 0 при #-> со. 
2 

Доказательству этой теоремы мы предпошлём небольшое замечанис. 
Пусть Л, №› — суммируемые функции. Тогда функция 

fs = max (, Fo) 

также является суммируемой. В самом деле, 

max (fp fo) =fi+ G2a—fit. 

Но из суммируемости До и Л: следует CYMMHpyeMOCTb HX pa3HOCTH fo—/f; U 
положительной части этой разности. Очевидно, что функция 

тах (fy Sos ..., Лт), 

где 1, №»,..., /т— суммируемые функции, также является суммнрусмой. 
Докажем теперь теорему 23. Рассмотрим подпоследовательность { Гу, }, 

$ 

выбранную из последовательности {Лк} таким образом, что 

Uy —f [4% <-> при № >А. 
. Nr Nx, ok 
2 

')бозначим IN, через Фу. Докажем, что последовательность фу, почти всюду 
° t 

сходится к иекоторой суммируемой функции Хо. С этой целью изучим Нт Фу 
и Шип Фу. Пусть 

yh) = max (Py И ое; Физ). 

Зафиксируем пока ] и рассмотрим последовательность 

(Л, у, ..., (Л, wee 

Oua sBuieTcn UCyORBaIOUleH носледовательпостью суммируемых функций, 
С другой стороны, 

BSI Иа EE Vg Bar Eb vee ED Pie Masel 
и, значит, 

2 J-8 J+ а 1 i I 
. 1 . 

0= | Qa- Гек | | У, ыы 9 У в 5 рт’ 

¢ о о вы = 

Следовательно, на основании леммы 8 последовательпость {yy HMCCT 

почти везде своим пределом некоторую суммирусмую фупкцию 79), при- 

чём УР ь, I 

Г. 

Я 4 

2
2
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Рассмотрим теперь последовательность y, 2), wees 1), ... Она будет ис- 
| . Gy) G1 ao 

возрастающей, ибо 57) <x ) oTkyna ХР < х7 ). Интегралы от о, 
равномерно ограничены снизу, так как 

j со 

[ejdo> | Yoao— У, [ite teaiao> [ь%—У oe [ Yodo. 
g Я g k=1 с k=1@ 2 

Следовательно, ограничепы снизу интегралы от ХЛ. В силу той же 

леммы 8 последовательность ХР почти всюду сходится к некоторой пре- 
дельной функции о и при этом 

шп [Ро — [ло = ша |1; —f, 1dv =0. 
2 77° 12505 

Согласно лемме о наибольшем и наименьшем пределе последовательности 
нмеем 

Ло = lim Фу. 

Покажем теперь, что № удовлетворяет требованию нашей теоремы. Мы 
имсем 

[iv—folao< [ 1y—xP lao + [1589 -— fof dv. 
3 & 2 

Оба слагаемых в правой части последнего неравенства сколь угодно малы 
при достаточно большом /. Отсюда 

[l%j—foldo<e npn j>JE 

Новторяя дословио те же рассуждения для функции 

* : 
fo = lim dy, 

получим 

[1%j—foldo<e 
Q 

и, значит, 

Грол < | ло + [ил <. 
YQ 2 8 

Следовательно, 

J lf—Foldv=0, 
2 

„№ 
п функции Ло, Ло совпадаюг почтн всюду. Отсюда следует, что последователь- 
ность + имеет предел почти всюду. 

Наконец, для любой фупкции первоначальной последовательшости 7х 
будем иметь 

[ln—foldo< fitie—ojldo+ [14j—fl av. 
5 В 8
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Следовательно, каково бы ни было е>0, можно указать натуральное число 
М№(=) таким образом, чтобы при А `> М (=) имело место неравенство 

Гл < 
Q 

что и требовалось доказать. 
Ряд 

> un (P) (1.10) 
Е=1 

мы будем называть сходящимся в смысле Лебега, если существует суммн- 
руемая функция и, обладающая тем свойством, что 

М 
lim f|e- > 44 | dv =0. 

g I 

Сходимость в смысле Лебега влечёт, очевидно, возможность иредельного 
перехода под знаком интеграла. Ряд (\1.10) мы будем называть сходящимся 
в ссбе в смысле Лебега, если 

--р 

fl У u,| du<e при т) М ($). 

2 k=m 

Теорема $3 может быть переформулирована для рядов следующим образом: 
ряд, сходяздийся в себе в смысле Лебега, сходится в смысле Лебега к неко- 
торой предельной функции. 

Сходящийся в себе ряд можно умножить почленно на любую измери- 
мую ограниченную функцию, и при этом его сходимость, очевидио, со- 
хранится. 

Теорсма 24. Сходящаяся в себе последовательность }, Л» --›Ль--- 
имеет равностепенно абсолютно непрерывные интегралы Лебега. Иными 
словами, каково бы ни было е>0, можно указать такое число 8 (в), что 
как только мера открытого множества ® меньше 8, то для всех .функ- 
ций fy будет справедливо неравенство 

[леч |< 
Re 

  

Докажем эту теорему. Пусть дано положительное число з. Выберем № 
таким образом, чтобы при А > М, т`> М имело место неравсиство 

Пл <У. 
: 

Для любой Д. из функций {1, [,...,Лм в силу абсолютной непрерывности 
интеграла Лебега мы можем указать такое бу, что 

Го <, 
@,
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Kak TOKO m2, <b;. Bo3bmém B KauecTBe 8 (е) наименьшее из чисел 81, 8о,... 
....бу. Тогда при А<М утверждение теоремы будет выполнено в сн- 
лу выбора 6(=), а для R>>N выполнение его доказывается следующей 
оценкой: 

Гл du 

2, 

что и требовалось доказать. 
Теорема 25. Для того чтобы последовательность {к} была сходя- 

щейся в себе в смысле Лебега в открытом множестве и, следовательно, 
имела предел в смысле Лебега, достаточно, чтобы выполнялись два 
условия: 

1. Последовательность {1} сходится почти всюду к некоторой пре- 
дельной функции fy. 

2. Последовательность {}} обладает равностепенно абсолютно не- 
прерывными интегралами. 

Доказательство. В силу леммы к теореме Егорова существуют зам- 
кнутые множества Ру с мерой, сколь угодно близкой к мере ®, на которых 
сходимость равномерная. Выберем 8 > 0 столь малым, чтобы иметь 

= 
(Ле <, 

    

< | к — м1 49 | [Ак] 05-5 =, 

g [Я 1 

6, 
как только т®, < 5. Далее, найдём такое №, что на множестве Ру будет имсть 
место неравенство 

= 

Ле —Fam |< 3m’ 

как только А, т > №. Тогда при А >М№и т М будем иметь 

ль —Лы 40 = Гы ль -—Лы ао < 

f2 8—2, Fs 

< f Wildot f nl dot f ife—Inldo get eee 
8—2, 8—1, Ts 

Значит, последовательность {1} сходится в себе, что и требовалось до- 
казать. 

Следствие. Если последовательность суммируемых функций 7,Хе,.. 
...) Лк»... СХОдится почти везде в открытом множестве 8 к предельной 
функции /) и функции Фу по абсолютной величине не превосходят не- 
которую суммируемую функцию $, то существует интеграл 

Г fodv 
В. 

И имеет место равенство 

f fo dv = lim f fy. (VIAL) 
g k->oo В 

В самом деле, из неравенства || <ф вытекает равностепенная абсолют- 
ная непрерывность интегралов носледовательпости {Ху} и, значит, её сходи- 
мость в смысле Лебега. Очевидно, предел её в смысле Лебега должен почти 
всюду совпадать с Хо. Возможность перехода к пределу под зпаком нинте- 
грала, как мы уже отмечали, есть следствие сходимости в смысле Лебега.
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$ 8. Теорема Лебега-Фубини. 

Пусть в кубе 5 (0<х:<10<у;< 1), i= 1, 2,...,0; j=l, 2,..., m, 
задана суммируемая функция Х(хт, 4, .-., Хь Уь..., Ут OM m+n 
независимых переменных. Рассмотрим некоторое измеримое множе- 
ство Е из Ч и пусть Е(у,..., Ут) будет сечение этого множества 
многообразием 

Ут = const o>, yo = const ey) оо Ут = const *) 

т. е. множество точек, имеющих те же координаты 

А], №». .-, Ар 

уто и точки х1,..., Хи, У...) Ут ИЗ Е при фиксированных ут,..., Ут 
Пусть Еу будет проекция Е на многообразие У\,..., Ут, т. е. множе- 
ство всех точек, координаты у1,..., Уж которых таковы же, как у 
каких-либо точек из Е. 

Определим функцию 
0 вне E,,, 

УВ (у... Ут) = [Г ума в В, Мы 
Е (91, © Yon) 

Тогда: 
а) Интегралы в правой части (У1.12) существуют почти для всех 

значений у1,..., Ут (т. е. для всех, кроме, быть может, точек некото- 
р0го множества с мерой нуль). 

6) Функция yp) (у,..., Ут) есть суммируемая функция от nepe- 
менных у1,..,, Ут: 

в) [f ам... ах» Чу1... Ул = J vy) (V1, + +6 Ym) 41 00 din, 

E 0<у 7 

(\1.13) 

Без ограничения общности можно считать } положительной. Докажем 
эту теорему сначала для случая, когда Е есть область 9, а функция f He- 
прерывна в ®. Построим систему Фу сеточных множеств, писчерпывающих 
область ®. Очевидна формула: 

' (PD 

| Гажь...ахь вул... Фут J yl п (т, .Ут) ЧУ... Чун, (VI.14) 

Ф h 0<у,<1 

| —_ ;(Ф,) 
Последовательность 9 (у,..., ут) есть возрастающая последователь- 

ность измеримых функций, таких, что 

„(Фу 1, va 1 г 
т (У > Ми) Чу... ЧУть < | Лали. ..Чль Ч... ЧУ 

0<Y 151 Q 

Ha основанни леммы 8 эта последовательность имест почтн везде IIpe- 

дел $’ (уь...,.Ут), так, что 
. (P,) 
lim y M (Sy eee Van) = (УЖ, Ут) 
h>0 

И 

: Py) [у avi. = Wy d Ay lian Y (Ур... Ув) ЧУ... @ Ув = У (р... Ут) ЧУ. +. Ч Уи 
1->0 .
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Но ФФ, (у,...,Уш) образуют исчерпывающую систему  мпогогранников 
для 9 (у,...,Ут), ибо любая точка 9 (у1,...,Ут) попадёт в один из 
Фр (У1,..., Ут), следовательно, 

ИО. --› Ут) = 9 (У... , Ут). 

Переходя к пределу в (\1.14), получим наше утверждение. 
Из доказанного следует одно важное замечание. 
Замечание. Пусть мы рассматриваем систему областей ® > 9%. >... 

...— Оу >... таких, что 

Низ их, = 0. 
k->00 

Torga MOUTH AIA BCEX Vj,--+5 Ym OyMeM HMeTH: MQz (yy. 0H) > O приЁ-— со 
В самом:деле, по доказанному: 

mQy = | ТЯ (Ур. ++» Ут) ЧУ + -- ЧУт- 
O<yy<t 

Последовательность функций т®у; (У1, „..› Ут) = Фр (Ув +... Ут) монотопиа 
и ограничена; следовательно, она имеет предел во всех точках 

Ни Фр = fo (Mp - ++ Yin) 
k->oo 

На основании леммы 8 мы можем перейти к пределу под знаком ингеграла:; 

т J dn dy, «0» Um = | фу... ут = lim my = 0. 
0<y <1 о<у,<1 >> 

Следовательно, % =0 почти везде. Наше утверждение доказано. 
Рассмотрим теперь случай, когда Е есть замкнутое множество ГЛ, па 

котором f непрерывна. Этог случай приводится к предыдущему, ссли 
распространить Х на весь куб 9% и рассмотреть область ® = 5 — РЁ. 
Очевидно, 

fax, 006 AX y EY, oe Ayn = J fax, 000 AX, AY, vee Vy — 

F 2, 

— f fac, ... хр ау... Gans (VI.15) 
82 

С другой стороны, 

4) -|- 48) — (ео) 

п, значнт, 

47 Чу: ... Фут = 
о<у; <1 

= | UE ду, ... Чуть — [ ау... ау. — (1.16) 
0<у,<1 о<у;<1 

Подставляя в правую часть (У1.15) иредставление (ш -|- п)-кратных 
ингегралов через функции +9 и 49) и пользуясь формулой (\1.16), получим 
нашу теорему для этого случая.
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Рассмогрим, наконец, случай, когда Е есть открытое множество QY, 
а /— произвольная суммируемая функция. Общий случай измеримого мно- 
жества Е можно легко свести к этому случаю. 

Построим исчерпывающую систему замкнутых множеств Е, для функ- 
ции Х. По доказанному 

Г. AX, eee AX, dy, ое аУт —5 | pn) dy; eee ЧУт- (VI. 17) 

В, 0<y 7 <1 

Последовательность ps) есть возрастающая последовательность изме- 
римых функций, таких, что 

VOD) dy, ... dim < [ fax, eee AX AY, oe. AV, 

о<у,<1 8 

На основании леммы 8 она имеет почти везде конечный предел +”, такой, 
что 

lim py) sad’ lim J pl) ау... уж = [ ф’ аут... Уж 

0<у qa 0<у,<1 

Докажем, что 

ф =. 
С этой целью установим, что Рк (у1, У, -.., Ут) образуют исчерпываю- 

щую систему для 9 (1, уе, .-., Ут) почти для всех у1,...-, Ут. 
В самом деле мера 9 — Ру сколь угодно мала при достаточно боль- 

шом А. Следовательно, в силу замечания на стр. 123 почти для всех Уф» «++, Vm 

Ни т [© (У У» ---, Ут) — Ре (Уь Уз ++» Ут)] = 0. 
Е->со 

Значит Рь (У, Уз, -.., Ут) действительно образуют исчерпывающую систему 
для © (1, Уз»... Ут) почти для всех у, ..., Ут и, значит, ф = ®) 

Предельный mepexon .B cbopmyaie (\1[Г.17) доказывает теорему Лебега- 
Фубини. 

Добавление. Если функция 

(Я + Хит» Ур ++ Ут) 

измерима, / > 0 и если, кроме того, функция (Е) существуег и суммируема, 
т. е. утверждение а) теоремы Лебега-Фубини вынолняется и правая часть 
формулы (УТ.13) имеег смысл, то функция / будет суммируемой н, следо- 
вательно, теорема Лебега-Фубини справедлива в полном объёме. Тогда 
имеет смысл и левая часть формулы (УТ.[3), которая равна правой. 

Это почти очевидно. В самом деле, если бы оказалось, что функция } 
не суммируема, то интегралы 

f fae ... и ЧУ +... Any 

F 

взятые по замкнутым множествам, на которых она непрерывна, могли бы 
быть сделаны как угодно большими. Пусть интеграл, стоящий в ира- 
вой части (\УГ.13), равен А. Выберем замкнутое множество Е так, чтобы 
иметь 

Гал, ... Чхь ау... аут > АЕ, |
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Построим функцию 

Л = (Р)Л(Р), 

где & — характеристическая функция множества Р. Тогда yp) существует и 
суммируема, причём 

т) ау, ау, ... AY, > APL 
0<у, <1 

С другой стороны, очевидно, 

W<, 
и, значит, 

WPdy, diy. dyn < f YPdy, dy... dy, =A, 
0<Y; <1 05; <1 

Получившееся противоречие говорит о том, что наше предположение не- 
верно. 

Из теоремы Лебега-Фубини вытекает ещё одно очевидное следствие, 
заслуживающее быть отмеченным: в повторном интеграле от суммируе- 
мой функции можно менять порядок интегрирования.



ЛЕКЦИЯ УП. 

ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА. 

$ 1. Интегралы, равномерно сходящиеся при данном значении 

параметра. 

Пусть в замкнутой области О переменных х.,..., Xp, задана 
функция Р(х., ..., Х,, ^), зависящая от параметра ^, значения кото- 
рого находятся в промежутке 

а< А. 

Рассмотрим интеграл 

Ф0= |... Ро. 5 жь Юм... @ы (VILL) 
. р 

Этот интеграл мы будем считать существующим в смысле Лебега. 
Иными словами, мы предполагаем, что функция Р(х., ..., Х„» ^) как 
функция точки (х!,..., Хи) в П-мерном пространстве станет непре- 
рывной, если мы исключим из замкнутой области некоторое открытое 
множество точек с сколь угодно малой меры. В приложениях мы по 
большей части будем рассматривать случай, когда Р(х1, ..., Xn» A) 
разрывна в точках, принадлежащих некоторым многообразиям мень- 
шего числа измерений (в изолированных точках, на конечном числе 
поверхностей, линий и т. п.). Тогда 

Г... [Fp ..., Л» AVAX, «0. AXy = 
0 

== | eee [Fs озу Xa A) dx, eee AX» 

D —с 

по какому бы способу ни уменьшалось открытое множество с, лишь 
бы мера его стремилась к нулю. Мы будем говорить, что интеграл 
(УП.1) сходится равномерно при ^ == ЖЖ, если для любого в >> 0 можно 
указать такое число Ё(=) и такую часть с (=) области 2), что 

1. Функция Р(%,..., хь №) непрерывна по х1, Хо, ..., Хр» К 
на замкнутом множестве р — с (г) при |^— №|<#(е).
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2. Интеграл 

| ... ПЕ, Xo, +00) Xn, №) | ам! хо... Ахь 

в (=) 

меньше = для всех значений ^ из промежутка Ag — Kh (&) <^< № -Н А (®). 
3. Область Об—с (=) ограпичена (это условие не нужно, если 

область С) ограничена). 
Лемма 1. Равномерно сходящийся при А == № интеграл есть 

функция от ^\, непрерывная в этой точке. 
В самом. деле, 

| |f + [Py oe, хи, М) ах... ах, — 
р 

—| ... Ге, ...) Л» Ло) EX, 00 ах, | < 
р 

  

<|f cee PTF Gets ees ha MIF (4s oer Say Ag)) Oey ee dee |b 
D—sc 

+ Г... ГЕО, 25 Has Ade oe dey | 
  

+| f ... f Fe, ..., Xpy Ap) AX, ... ах, | < 

<| ... ИЕ wees Xn My) F (Xqy 00) Spo Aq) (OX, 226 dxy 
р—с 

+f... Пес, vey ж» Мам... аж, -Е 

+f ... Шел wees Xmy Ap) | dx, ... AX). 

Выбрав с (=) и # (=) такими, чтобы второе и третье слагаемые каждое 

порознь были меньше а затем, взяв |^, —Ао| столь малым, чтобы 
Е 

"3? 

для всех X15 ...) № ПРИиНадлежащих области Д—с, имело место 

неравенство 

Е 

[| F (x, coe, Xny м) — Г, ...; Xn №1 < рЬ—5: 

где [)—с означает меру (объём) области Р-—— с, мы получим: 

|] ... ГЕ ...) Лю Мах! ... ах — 

р 

—]... ГЕ ..., Xp) AX +... Чи |< :. 

р



198 ИНТЫНГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА [л. уп 

Наша лемма доказана. 
Интеграл (УП.1), сходящийся при всех Х из некоторого проме- 

жутка так, что можно найти общее с(=) для всех ^, будет равно- 

мерно сходящимся в этом промежутке (в обычном смысле). Равно- 
мерно сходящийся в некотором промежутке интеграл есть непрерывная 
функция в промежутке. 

В некоторых случаях удобно соответственным образом обоб- 
щить понятие о равномерной сходимости интеграла при данном 
значении параметра на случай, когда параметром служит какая- 

нибудь точка Р с координатами (=, хо, ...) Xp) в пространстве 

п-измерений. 
Рассмотрим интеграл: 

Г... Ро ces tar Ply... dey. (УП.2) 
р 

Мы будем говорить, что этот интеграл равномерно сходится 
в точке Ру, если для каждого в > 0 можно указать такую окрест- 
ность #(=) точки Ру и такую часть с(=) области О, что: 

1. Функция ЕЁ непрерывна, когда Р находится в окрестности Й (г) 
точки Ру, а (*х1, ..., Хи) — на замкнутом множестве О —с(?). 

2. Интеграл 

Г... Ес ..., Xn, P)| dx, ... dx, 

меньще е для всех Р из Й(е). 
3. Область О —с ограничена. 
Для этого случая также имеет место 
Лемма 2. Равномерно сходящийся при Р = Ру интеграл есть 

функция от Р, непрерывная в точке Ру. 
Доказательство является повторением рассуждений предыдущей 

леммы. 
Пример. Пусть функция Р (541, Хо, ..., Х„, Р), заданная в огра- 

ниченной области 0), удовлетворяет условию 

A 
[F(x,, wees Xy) P\|< az 

где о > 0 и А— некоторая постоянная. Через г обозначено расстоя- 

ние от точки Р (х1, %5, ..., х„) до точки с коордипатами (X14, 220, Xp). 

Во всей области О, кроме точки P(x, vey х,), предположим F He- 
прерывной функцией №, Ме +++) Ха. 

Легко установить равномерную сходимость интеграла 

Г... [ Fo. .... ль Р) ах! ... ах 
D
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в любой точке Ру, лежащей внутри 2). Достаточно взять за э шар 
такого радиуса р, описанный вокруг Ру, чтобы 

А 
eee | Arex eee 4х, <е, 

< р 

а за й(=)— шар радиуса 

1 Зр- 

В самом деле, при этом 

fo [Per х„› Р) ах: ‚|<... ПА... 6, < 

А 
< |... [ал ... AX, <e 1), 

ур” 

Очевидно, что в [)—5с и на её границе для точек Р из окрест- 
ности Й(=) функция Р будет непрерывной функцией своих аргументов. 

  

  

  

  
Черт. 10. 

$ 2. Производная по параметру от несобственных интегралов. 

Пусть мы имеем интеграл 

$0) = | ... ГЕ Хо... Хи, ах, хо ... Ахь 
р | | 

  

Т) Очевидно, что шар радиуса г<.25 с центром в точке Р будет содер- 
жать шар с с центром Ру (черт. 10), если точка Р отстоит от точки В, не 
более чем Ha py <p. | 

Ч Зак. 1956. С. Л. Соболев.
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но области О, не зависящей от параметра ^. В анализе часто при- 
водится формула 

д 3 

D 
э ОЕ 

= | eS toe, dry ... Ч = (А), 
D 

справедливая в том случае, когда интеграл в правой части — собствен- 
ный. Нам полезно будет избавиться от этого предположения. Спра- 
ведлива 

Теорема 1. Если 
а) Функция Р(ж, ..., х„, ^) есть первообразная по Х функция 

для Г (х1, ..., Хи, А) в области О переменных х\, Хо, ..., Хи При 

ах Ь, т. е. . 

) 

F(x,, о т hy) F (x, eory Xr) a= { f(x, eee, Ар A) th 

a 

при всех X41, Xo, .-+, X, US D, Kpome, Oblmb mosicem, HeKOMopozo 
множества меры нуль. (По большей части это множество будет со- 
стоять из отдельных точек, линий или поверхностей.) | 

6) Функция Г— суммируемая функция (в--1Т) переменного 
(X14, 2+, Xn, A), т. е. (ВП-- ТР) — мерный интеграл 

). 

Г| ... [fe № -.., Хь A)AX, ... Ax,adk 
а р 

существует при а<^<Ь- 
в) Функция 

$) = | ... [fe Xoy over Xn; h) dx, ... AX, 
D ' 

непрерывна при А = №. 
Тогда справедлива формула: 

  

1 3 

oY (A) = fo | хо | Е (x1 гоу Х A) ax, в фо dXn = 

OK fy OA, Х==) 
9 р о 

=| ... | fs ..., М» №) 9х +... AXy. 
D
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Доказательство этой теоремы не представляет труда. По опре- 

делению 

0% [Г | elim — пес (4х, МЮ — 
О В nook) or, 1, » Xm Mor 

D 

— F(x, Хо, ...)у Xn) ho) | ax, eee AX» 

Интеграл, стоящий в правой части, равен на основании теоре- 
мы Фубини 0б изменении порядка интегрирования (п -|- 1)-мерному 
интегралу 

{ ... [ fax, dx, ... ax, ah, 

D 

ho < A < Ao + h, 

а этот последний иптеграл представляется в виде 

Ath 

ГО vee J fax, Ч хо ... dx,,) dh, 
р dy 

Нользуясь свойством неопределённых интегралов Лебега в точке 
непрерывности подинтегральной функции (см. лекция У| 8 5, 
теорема 16), имеем: 

ou 

= | =), = © (Ao), 

что и требовалось доказать. 
Нам часто придётся пользоваться этой теоремой для тех или 

иных интегралов. Мы дадим несколько простейших признаков выпол- 
нения основного условия (6) этой теоремы. 

Условия (а) и (в) обычно проверяются без труда. 
Признак 1. Условие (6) теоремы 1 (УП) выполнено, если 

интеграл 

| ... [fey Xo, +205 Xn, AVAK, AX, ... AX, 
D 

равномерно сходится в замкнутом промежутке 

а<А<. 

Доказательства этого признака мы не приводим. Читатели легко 
провелут его сами. 

Признак 2. Если функция /(х, №, ..., Х„, A) непрерывна 
по всем своим аргумеитам везде, за исключением гладкой пепрерыв- 
ной по А линии: 

х=а, (^),  хо==ао (А), ..., Ky = Ay, (A), (УП. 3) 

а<А-р,
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и в окрестности этой линии удовлетворяет неравенству 

Е Хо... м №)|< Ар-п+е, 

где 

  

p= min И Sear, e> 0, 
U<r<ob 

то условие (6) выполнено. 
Выделим из (п-|- 1)-мерной области 

[2 

а<А<фб 

линию (УП. 3) с помощыьо области су, в точках которой р < ру, где 
ро — постоянная. Интеграл 

fives PAF Ges, жь eee Ha Md 225 dey ad (VII. 4) 

AND 

будет сходящимся, если существует предел интеграла 

Г ... ПУ, Xo, e009 Xm, A)[ AX, ... ах АХ при р-> 0. 

D 
о 

Этот предел существует, если при ру-> 0 интеграл 

Г... PUP Cen мы ее хо A) [dy vee dey dd 

стремится к нулю равномерно относительно ^. 
Мы имеем: 

[ wee ое» Мо ++. Ми» ^)| 4х1 4хь ... ах, а 
So > 

<| 4]... [дах ... ах, 
a 0<e<fo 

Ho 
—-+e е, 

eee б ax, ede aX» — С, 

05 «бо 

отсюда ясна сходимость исследуемого интеграла.
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Признак 3. Всли область О не ограничена то, кроме особен- 
ности признака 2, оцениваемой на основе прежних соображений, 
пужно оценить поведение функции на бесконечности. 

Сходимость интеграла (УП. 4) обеспечена, если 

[F(x Xo ео егэ Xn A)| << Ar-°-s, 

где 
  

2>0 и r= V xf texg wes xh. 

Читатель легко докажет справедливость этого признака.



ЛЕКЦИЯ УШ. 

УРАВНЕНИЕ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ТЕПЛА. 

$ 1. Фундаментальное решение. 

После того как мы рассмотрели некоторые задачи для уравнений 
с двумя независимыми переменными, мы переходим к уравнениям 
со многими независимыми переменными. 

Рассмотрим прежде всего уравнение 

ди 0711 On 1 ди wm | бя в == рН у, 2, 9, (УШ. 1) 

определяющее температуру в точках некоторого однородного изотроп- 
ного тела. 

Замена переменного # по формуле 

= 2% 

позволяет избавиться от коэффициента 4. Поэтому мы будем при 
дальнейшем изложении считать 4? равным единице. Обозначая, как 
и прежде, сумму вторых частных производных через Аи, запишем 
уравнение распространения тепла в виде 

ди 4+ F(x, У, 2, 0. (МШ.1^) 

Это уравнение мы и будем решать. 
Мы рассмотрим здесь задачу о распространении тепла в неограни- 

ченной среде. 
Будем решать для уравнения (УШ.1”) задачу Коши, т. е. задачу 

об интегрировании уравнения (УШ.1”) при начальном условии 

и|о=Ф(х, у, 2). (УШ.2) 

Это условие, как мы указывали в лекции П, означает, что в на- 
чальный момент времени распределение температур в теле известно. 

При этом существенную роль будет играть одно частное реше- 
ние однородного уравнения теплопроводности.
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Рассмотрим функцию 

и 
= о 4%, (УШ.3 

8x * (fg — 2) a
l
 

ve
 |

 
e9
 

где 
  

r= VY (x) —x)*+- (Yo —y)? + (2. -—2)?. 

Докажем несколько лемм относительно этой фупикции. 
Лемма 1. Функция 9 иорнет уравнениям 

    

Ао — 5 = 0, Av of 2 0. (VIII. 4) 

(Здесь Aju обозначает 5 = я oe оо =.) 
ду) 925 

В самом деле, фо outer даёт 

020 1 ——— (x 9— x)? a 

a Е ze 4&—й | = те 4—8, 

Gr * ((—0" 32n ? (tp—t) ® 

и аналогичные выражения для производных по Уо И 20, Откуда 

rv? 

    

    

A,v = —3 г Teh 
09 — 3 5 + x а |6 , 

16x * (tf) —f) ? 32x * (tf) ~t) * 

и далее 

2 

dv —3 Г? —` ев“ 

- — р + 3 7 6 , ? 91, 5 > — 3. 
16x" (ts—2) 32% 1 (6—1? 

что доказывает выполнение первого из уравнений (УШ.4). Второе 
получается из первого, если заметить, что функция зависит только 
от разностей (хо —х), (у— у), (2, —2), (%— 5, и, значит, 

0% _ 0 до dv 

ax? 0х’ 0 at 

Лемма 2. При 5 >Е имеет место равенство 

оо со со 

] J [ vdxdydz=1. 
=O0 —OO —OO
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В самом деле, вводя полярные координаты 7, @ и ф и пользуясь 
симметрией © и интегрируя по частям, получим 

оо -- оо со an 

] J seen Га | фо вае — 

OO —cO —CO 

. со 72 

-Ь __ — Эл 

-/— ee ar ee fre OO) 
2? (%—0? м" (и—0* 

\ со 7? - со 72 

— f+. ‘4 (t>—#) —=— 4 (0—7 Г =— a fe 0” ar fe а r= 

п (4—0? 9 oF —© 2-17 
-- со 

— a | e—* dz. 

Vu 
—со 

На основании хорошо известной формулы имеем: 

-+co 

| e—* dz=Yr, (МШ.5) 
—со 

откуда и вытекает паша лемма!). 
Лемма 3. Рассмотрим интеграл, взятый по какой-либо 

конечной области ©: 

Л —Ь Xo. Yor Zo) = ГГ Гоах dy dz. 
Q 

[Tpu ty—t—-0 amom unmezpan cmpemumca к единице, если 
точка (хо, У» 25) лежит внутри области 8, и к нулю, если 
точка (Хо, У, Zo) лежит вне этой области. 

Совершим замену независимых переменных, полагая 

х—м=Ук—#х; ути=Ук— 1; 2—Ф = Ув — а, 
  

1) Доказательство формулы (УШ.5) можно, например, провести так: 

-- со , -- со -- со + со -- со 

( fe* dz) = Ге ах [ e-Yay= | [о @+ахау= 

—с —со —со —CO —co 

co со со 

= f rev" dr fa = f ew’ d(r*)=—ne—"| =n, 

0 0 0 

Следовательно, 
= со , 

| в—** 42 = Ус. 
—co
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При этом 

р НИЯ 
5 | [ fe 4 dx, dy, dz,, 

Sr 2 о, 

где область интегрирования &, в переменных х., у,, 2, получается 
из области @ переменных х, у, = преобразованием подобия с коэф- 

Ук — 
переносом начала координат в точку (%, У, 20). При стремле- 
нии &—Ё к нулю эта область будет неограниченно расширяться. 
Если точка (ху, У 20) лежит внутри области @, то область &, будет 
расширяться во все стороны, в пределе охватывая всё пространство. 
На основании предшествующей леммы заключаем, что в этом случае 
предел интеграла (4—2, ху, Уз, 25) будет равен единице. 

Если, наоборот, точка (Ху, Yo, 2) лежит вне области ®@, то 
область @ при & —Е—>0 будет расширяться, удаляясь при этом OT 
начала координат так, что её кратчайшее расстояние до начала ко- 
ординат в системе х., Y,, 2, будет возрастать неограниченно. В силу 
сходимости интеграла от о по бесконечному пространству, установлен- 
ной в предыдущей лемме, предел интеграла Г(%— ху Yor 2) 
в этом случае равен нулю. Лемма доказана. 

Лемма 4. Пусть Е(х, у, 2) — произвольная непрерывная и 
ограниченная в некоторой области @ функция (в частности, @ 
может совпадать со всем пространством). Тогда 

  

  Л — №, У» 20) = 

фициентом подобия из вершины (ху, У, 20) с последующим 

  

lim —— | | fe Е у, 2z)dxdydz—= F(X» Yo 20), (МШ.6) 
- 2 

: 
E>0 > ‘ 

8x “§ 

если точка (ху, Уз, 20) принадлежит области 8. В формуле (VIII.6) 
стремление к пределу равномерное по отношению к (Ху, Уз го) 
во всякой конечной области @, лежащей внутри @ вместе со 
своей границей. Здесь предполагается, что & стремится к нулю, оста- 
ваясь положительным. 

Для доказательства составим разность 

= | J fe E F(x, y, 2) dx dy dz— 
ЗЕ 

—F (Xo, Jos 20) — Г] fe = de dy — 

Bn 2 £2 

, _Г. 
= —т | | fe 4 [F (x, y, 2) —F (Xo, Vor 2p)] dx dy dz. (VIIL7) 

2” e 

Е g
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Второй члеп этой разности стремится к F (x9, Ус, 20} в силу леммы 3 
и притом равномерно. Для того чтобы доказать лемму 4, достаточно 
показать, что эта разность во всякой области Q, (Xp, Yo, 2%) равно- 
мерно стремится к нулю при & -> 0. 

Выделим точку (%, У, 29) шаром малого радиуса 8. Пусть 6 
достаточно мало, так что при r<6 

= 

|F (x, ¥, 2) —F (Xo Yor 2)| <a, 

причём это неравенство выполняется равномерно для всех точек 
(Xp. Yo. 2) Области 91. 

Оценим разность (УШ.7), разбив интеграл в правой части на два 
слагаемых, соответственно распространённых на шар Г <би па его 
внешность. Мы получим: 

ГЕ Го 9.2 —F Co Yo 20) ax dy de = 

о 

=| Г Гас, У, 2) —Е (ж, У» 2 ах ау аг-- 
75 

+f f [ow » I—Fom yo, e\ldxdy dz. (VIL8) 
r> 56 

| 

Оценим первый из интегралов, входящих в (УШ.8): 

| f f [ olFo, V, 2) —F (xq Vo. 2)] dxdydz|< 

r<h 
+co +a +0 

< | f | 59 4х ау ат ==. 
—co —c —co 

Далее, в силу ограниченности F существует такая постоянная М, что 

181 < М, 
и, следовательно, 

ор 7 

| fe * [F (x, У, 2) — F (Xo, Ув,» 2о)] dx dy dz < 3 

+ a x? 

2M —= 
< е * dx dy dz. 

ЗЕ? 

Заменяя переменные в последнем интеграле, полагаем х== Их, у= ИУ, 
.—> 2 r2 

г — V £243 тогда 1 ==-=, и мы имеем: 

  

Е гб 

> 
. 

ww
 |
e
 

7 = 0 

о со к 
"4 71 

РИ Л | eT dx, dy, dz,—= Е [ re-"e atr, 

УЕ Bn? n> pe
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- 
r a 

Нри достаточно малом $ этот интеграл меныцс, чем =, В силу 

сходимости интеграла 

со 7 

f 16 

‘ 0 

pm 
‘te

 
| ary. 

Отсюда и следует наша лемма. 
Замечание. Вместо интеграла (У.6) можем рассмотреть более 

общий интеграл: 
a r? 

® (Xo. Yoo Zo» ) =— | | | 2 & F(x, y, 2, t)dxdydz, (VIL9) 
8x 2 Е? <. @ @ 

в котором подинтегральная функция ЁР(х, у, 2, ® зависит от пара- 
метра & непрерывна и ограничена при положительных значениях &; 

| F (x, J; =, 6) < mM. 

Пусть 
lim F (x, y, 2, §) = Р(х, у, 2), (УШ.10) 
—E>0 

причём ЕР (х, у, г, & стремится к Р(х, у, 2) равномерно в любой 
области @., лежащей вместе с границей внутри 9. Тогда 

e = Г; 

Пиф (Xo. Vor 20> ®) =Р (Ху У 20). 
$ > 

В самом деле, рассмотрим разность 

з з д 7? 

P(X, Vor Zo» ae | [ея Р(х, у, г) ах ауа2 = 

222 & 

к 

7 

— aE Г Г. 4 [Е(х, у, г, —Р(х, у, г] ах ауаг. 

meek Е2 ° 

Разбивая этот интеграл на две части: па интеграл по шару 
(м — же НО — у)? @ —2) < 1, который мы обозначим: через с, 
и ингеграл по внешности этого шара, получим при достаточио малом & 

+ | J fe -= ‘IF (x, ¥, 2%, )—F(x, y, 2) dxdydzi< 
a 

ere 

Ky
 

1 э 2 a —_ 7 

<=— | | | e “dxdydz<e, 

8 ЗЕ? “og 

где = — любое паперёд заданное положительное число.
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и „| | Je OF (x, y, 2, §)— F(x, у, 2)| dx dy dz l< 

M _ 
< a9 ff fe 4 dx dy dz. 

262 Ar ®—с 

Последнее выражение опять стремится к нулю (см. оценку в лемме 
(УШ.4)). Следовательно, 

a 3 72 

lim Ф (Xo, Ух 2% §) = lim ea | | | Ere, 2ardy del 
>0 Е eos —> 0 о he

 3 
2 

6 

но последний предел в силу леммы 4 равен Р(ху, У, 2о). Наше заме- 
чание доказано. 

$ 2. Решение задачи Коши. 

Перейдём к решению уравнения (УШ.1'). Пусть при Ё>> 0 задана 
некоторая функция и, имеющая непрерывные производные до 2-го 
порядка включительно по пространственным координатам и произ- 
водную 1-го порядка по времени. Пусть как и, так и её первые 
производные ограничены во всём пространстве. 

Применим формулу Грина (\.16) к функциям и, 9 для значений 2 
из полуинтервала 0<2< 4, причём за область интегрирования 
возьмём шар ®, ограниченный сферой $. Мы получим 

1] рем--омдев ] (v5p—u 5a) as. (\11.11) 

Далее, формула 

t 

Гек [ее], 
0 

как легко проверить, справедлива для любых функций и и 9, обла- 
дающих тем свойством, что интеграл 

JJ f wae
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есть непрерывная функция # в промежутке 0 < 2< к и, кроме того, 
интеграл 

Ov Ou 

ГГ] (4-7) 49 
о 

есть пепрерывная функция Е в промежутке 0 <1< 4. 

Сопоставляя эту формулу с (УШ.11), получим: 

Л Гео) о (меш 

Гоа ft JJ ( (жи) 43}. evita) 

Подставляя в тождество (УШ.12), справедливое при любых и ит, 
вместо и искомое решение уравнения (УШ.2) и считая, что ® есть 
частное решение уравнения теплопроводности, определённое фор- 
мулой (УШ.3), мы в силу (УШ.2) и (УШ.4) будем иметь: 

Г [floes —astashare[ ff food 

—— {ff Joreneoaa}a (VIII.13) 

to 060 oo +00 +00 

Отметим, что интегралы вида: J J f | UF (x, y, 2, 8) а} dt, 
—©CO —©O 

абсолютно сходятся, если Р (х, у, 2, `Р) — непрерывная ограниченная 
функция. В самом деле, 

РГ Гого ола < 
0 Q 

< ГГ тах | Р (х, у, г, оо ае | а < max | F (x,y, 2,014. 

0 2 

Мы будем пока mpennonaraTb, 4TO f(x, y,2,f) и o(x,y,2)— 
непрерывные ограниченные функции. 

Предположим ещё, что функция и (х, у, г, 8) при {> & стре- 

митвя к своим начальным значениям равномерио во всякой orpann- 
ченной области.
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Перейдём к пределу в формуле (\!Ш.13), устремляя радиус 
шара ® к бесконечности. Интегралы по поверхности $ при этом 
обратятся в нуль, так как по предположению решение и таково, 

93 

ди 
что как и, так и я ограничены, ае $ стремится к нулю быстрее 

любой степени г при г-> со. 
Мы получим, очевидно: 

-со +c +0 

| f ГГ wo de dy dz) = 
—OO —uUu) —0O 

t, +co -+co --co 

—f{f ГГ 5, у, > дажауаг |. 
0 —0O —CO —0O 

В силу замечания к лемме 4 

+-co -Ноо -Нсо 

lim f f | av ax dy dz = и (ху, У, 2,0), 
т, 

поэтому 

со Но оо 
U(X, Yor Zo. в) = f f | Ф (х, у, 2) 5|_ 4х 4уа2— 

—с< —©<0 —< 

t -coo +co +00 

HS РГ 5х у, =, t) dx dy dz \ at (VII.14) 
—с<о —<0 —co 

Формула (УШ.14) даёт выражение для решения нашей задачи. 
При выводе этой формулы мы предполагали, чго решение задачи 
существует. Поэтому нам необходимо проверить, будет ли функ- 
ция и, определяемая формулой (УШ.14), в самом деле удовлетворять 

уравнению (УШ.2) и начальному условию. 
Полезно заметить, что уравнение (УШ.2), решённое нами для 

(> 0, при начальном условии, заданном для Ё==0, может совсем 
пе иметь решения для 2< 0. Во всяком случае решение (УШ.14), 
вообще говоря, при этом перестанет иметь смысл. 

Переходя к доказательству, установим сначала, что функция и, 
заланная формулой (УШ.14), имеет непрерывные производные до 
некоторого определённого порядка. В самом деле, заменяя перемен- 

пые интегрирования: 

§ = X — Xy, Q=Y— Vo Г —:2 2—2, t=1t,—f,
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формулу (УШ.14) можно переписать так: 

и (Xo; „Уо» 20 i )= 

+c0 -+-oo +00 

— ] J J (СФ Со -ЕЬ Yo 29 ab ay al — 

ty -foo +00 со 

—f | f f 9 (Е, 1, ©, ®) Л (хо НФ vo 1, 20-6, ty —t) d ач ах, 

0 —cOoO —cO —cCO 

где , 
_ +e 

e 4t 

п 

Эту формулу, как доказывается в курсах анализа, можно уже 
дифферепцировать по параметру по крайней мере столько же раз, 

сколько ограниченных производных имеют функции ff Hu ©, ибо 
интегралы от производных подинтегральной фуипкцин сходятся 
равномерно. Мы будем предполагать, что функции / и oO обладают 
необходимым числом непрерывных, ограниченных производных. 

При /(х, у, =, # =0 формула (УШ.14) даёт: 

и1 (Хо, Ув» Zo: bo) = 

о (Е, N; р, 2) — 

s
e
 

w
e
 

r
e
]
 29
] 

ee
 

i
 

+co0 --co “fo 42 

| € *ro(x, y, z)dxdydz, (УШ.15) 

Sr? fy” —©oo —~co —со ‘ 

где через и, обозначено решение уравнения 

дит 
© Aui— = 0, 

удовлетворяющее условию 

ay |t=0= P(X, у, 2). 
Из леммы 4 следует, что правая часть есть функция, кото- 

рая равномерно во всякой ограниченной области стремится 

к (Хо Уу 25) при & >0. Кроме того, нетрудно убедиться, что 
интеграл этот можно сколько угодно раз дифференцировать по пере- 
менным Ху, У» 2» В, @сли только Ц > 0. Получим: 

Ott, (Xo, Yar 209 to) —   

  

Аош, (Хо, Ус» 20, ®) — Op — 

00 -fo0o -f0o 
A 09 

— | | Г 9 — Fe) Ole, у, 2) ax dydz. 

На основании леммы 1 (УШ) видим, uto u(X%, Yo Zp, to) удовле- 
творяет уравнению (УШ.1”) при f(x, y, z, #) =0, что и требовалось



144 УРАВНЕНИЕ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ТЕПЛА [л. уш 

доказать. Единственность гладких решений, т. е. решений, обладаю- 
щих нужным числом непрерывных производных, вытекает прямо из 
тех рассуждений, которые привели нас к формуле (УШ.14). Итак, 
формула (УШ.14) при }=0 даёт решение задачи. 

Остаётся показать, что второе слагаемое в формуле (\УШЩ.14), 
то-есть функция 

ty -Росо -Роо -Ноо 

ta(o3o 2 =— [Ц] f 5,2, t) dx dy dz} at 

—oco —0cOo —< 

удовлетворяет уравнению (УШ.1) и условию иь |+ ==0. 
Отсюда будег следовать, что функция будет удовлетворять 

уравнению (УШ.Т) и начальному условию (УШ.2). 
Введём вспомогательную функцию < определив её при ц > по 

формуле 

% (хо, Уд» 2 в» В) = — f | Г 9 (х, у; =, t) dx dy dz. 
—CO OO —©< 

PYHKUHA W (Xo, Vo 20, 4, 4) YHOBNETBOPAeT уравнению 

' OW 
Ajw— Ok, — 0 

и условию 
W [= — — f (Xo Ус» 20, t). 

Функция из (хо, Уз 2, &) может быть выражена Yepe3s w COOT- 
ношением 

to 

Us (Xo) Vor 20> 49) = fe (Xo; Vos Zor 4 4) at. 
0 

По построению очевидно, что 

Ио (хо, Уф 2 0)=0. 

Составим выражение 
ди 

А ul и —9. 072 д 

Дифференцируя из под знаком интеграла по №, Ус, 2, Получим 

ty 

Ади» = [Ао (Xos Vor Zo» fo, 4) at. 
0 ; 

Далее, 

  sto OW (Xr Vor Zor tq» 
д = M0» Yor 202 fo» 4) |e = +f (%o a о )
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откуда 
ди Др 5 == (6 у, 2, 2), 

0 

что и требовалось доказать. 
Вопрос о корректности постановки нашей задачи Коши сразу 

решается анализом формулы (УШ. 14). 
Очевидно, что малые изменения © или ] мало влияют на решение. 
Мы вернёмся позднее к доказательству единственности решения 

задачи. 
Пока ‚что отметим одно важное обстоятельство. 
Если свободный член уравнения (УШ.1) равен нулю (это озна- 

чает отсутствие источников тепла), то решение задачи Коши, рассмот- 
ренное нами, есть функция, непрерывно дифференцируемая сколь 
угодно раз по Ху, У, 20, вне зависимости от того, будет ли иметь 
производные функция х или нет. 

Эта гладкость решений существенно отличаег уравнение распро- 
странения тепла, например, от уравнения колебаний струны, а значит, 
и от волнового уравнения. 

В самом деле, уже решение Даламбера 

i == © (x — at) 

уравнения колебаний струны может быть не дифференцируемо более 
двух раз по хи & Эта же функция является решением и волнового 
уравнения с двумя и тремя независимыми переменными, так как, 

Ou _ ди 

Oy? 02 
также не более гладки, чём начальные условия. 

Мы разобрали решение уравнения (УШ.1”) в пространстве трёх 
измерений. Совершенно аналогично можно было бы рассмотреть урав- 
нение 

очевидно, —0. Следовательно, решения этих уравнений 

O2u ди ди 

ИЛИ 

ди ди 

Не останавливаясь на рассуждениях, которые в этом случае пол- 
ностью совпадают с рассуждениями для трёхмерного случая, мы при- 
ведём окончательный результаг. 

Для уравнения (УШ.20) основное (фундаментальное) решение 
будет иметь вид; 

1 и 
© Fh —b © to—t, (VII. 22) 

10 Зак. 1956 С. Л. Соболев.
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roe r?== (x — X%o)"-++ (V—-yo)?, HW решение уравнения (УПГ.20) при 
условии 

имеет вид: 

со -Нсо 

  

U(X, Vo, F =a | Je Be (x, y) ax dy —: 

Ау -- со -- со 

а || | i 7? RO f(r у, 8 ax dy} dt (VIII. 23) 
07 

Точно так же для уравнения (УШ.21) основное решение будет 
иметь вид: 

| __(&—%)P 

< =e CO 4. (ty —T) 

2 Vu Vij—t ’ 

а решение ypasnenva (VIII.21) mpu ycnosun u“|,_,=9(x) будет 

иметь вид: ` 

  

1 - со (2—5. 

il (Xo, 4) = Dale are | @ 40 ee (x) dx — 

exarinne 

0 - со __ (42 —х (2—2, 

ое чо, | dx} dt VIII. 24 vm | ea) oO ee 
Проверить справедливость всех этих формул мы предоставляем 

читателю.



ЛЕКЦИЯ 1Х. 

УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА И ПУАССОНА. 

$ 1. Теорема максимума. 

Мы видели, что целый ряд вопросов математической физики 
сводится к решению тех или иных уравнений эллиптического ‘типа. 
Мы займёмся сейчас простейшими такими уравнениями: уравнением 
Лапласа 

Дн (х, у, =) =0 (1Х.1) 

и уравнением 'Пуассона 

Au (x, y, 2) == — 4p (x, y, 2). (IX.2) 

Beakan функция, имеющая непрерывные вторые производные н 
удовлетворяющая в некоторой области уравнению Лапласа, называется 
гармонической функцией в этой области. 

Прежде чем переходить к решению задач, связанных с этими 
уравнениями, мы изучим некоторые общие свойства, которыми обла- 
дают решения этих уравнений. 

Справедлива следующая лемма. 
Лемма 1. Если функция о(х,у,г) положительна в точке 

(Xo, Vo 20), лежащей внутри области, где определено уравне- 
ние (1Х.2), то решение этого уравнения не может достигать 
минимума в этой точке. 

В самом деле, если бы в этой точке функция и(х, у,г), удовле- 
творяющая уравнению (1Х.2), достигала бы минимума, то и (х, у, 2) 
достигала бы минимума в этой точке по каждому переменному 
в отдельности. 

Но тогда все первые производные от и должны были бы быть 
равными нулю в этой точке, а вторые производные по каждому 
переменному — неотрицательными. Следовательно, сумма вторых про- 
изводных должна была бы быть также неотрицательной, что противо- 
речит условию 

В (Хо» Ус» 20) > 0. 

Лемма доказана. 

10*
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Следствие. Если р (х, у, 2) оприцательна в точке (ху, So. Zo); 
то и(х, у,2) в этой точке не может достигать максимума. 

Доказывается переменой знака р и и. 
Теорема 1. Гармоническая функция, заданная в некоторой 

области 8 и непрерывная вплоть до границы $, нигде внутри @ He 
может принимать значений ббльших, чем наибольшее её значение 
на границе, или меньших, чем наименьщее её значение на границе. 

В самом деле, пусть 

и (Хо У» 2) > из -Нь, 

где и. есть значение и в произвольной точке границы области. 

Тогда функция 

о=и-- 1”, 
где 78 — (х — хо)? (у— у -Е (2 — 2), а ч—некоторая положи- 
тельная постоянная, будет при достаточно малом \ принимать в точке 
(Xo. Vos 2) значение всё ещё большее, чем MaX Vy. 

В самом деле, 9 (ху, У, 20) == и (хе Ус, 20} и по предположению 
и (хо, У» 20) >> ис +e=vute —nr?. Выбрав “| настолько малым, 

чтобы иметь во всей области @ 

= 

5 — nr > "5 , 

мы получим: 

U (Xo, Vos Zo) > Ug +5 

Следовательно, © будет достигать максимума где-то внутри 

области. Но 

Av = 6%. 

В силу леммы 1 имеем противоречие. Вторая часть теоремы дока- 
зывается заменой ий на — и. Позднее мы убедимся, что гармониче- 
ская функция, принимающая внутри области значение, равное её макси- 
мальному или минимальному значению на границе, есть постоянная. 

Следствие 1. Гармоническая функция, равная нулю на гра- 
‚нице некоторой конечной области, тождественно равна нулю во 
‘всей области. 

Отсюда вытекает, что две гармонические функции, принимающие 
одинаковые значения в точках границы области, совпадают и всюду 
внутри области. В самом деле, их разность есть гармоническая функ- 
ция, равная нулю на границе и, следовательно, тождественно равная 
нулю во всей области. 

Следствие 2. Если последовательность функций и’, гармо- 
нических в области ® и непрерывных вплоть до границы, сходится 
равномерно на границе 5 этой области, то она сходится равно- 
мерно во всей замкнутой области,
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Это вытекает из того, что разность 

| tin, —Un,|, где п>М и М, 

будучи сколь угодно малой на границе (при достаточно большом М), 
будет малой и внутри. Признак Коши даёт нам равномерную сходи- 
мость и, во всей замкнутой области, что и требовалось доказать. 

$ 2. Фундаментальное решение. Формула Грина. 

Для того чтобы исследовать более глубоко свойства гармониче- 
ских функций, докажем ещё несколько вспомогательных лемм, 

Лемма 2. Функция 

] 

V (4% — Xo)? + (y — yo)? + (2 — Zo)? 

удовлетворяет уравнению Лапласа 

  

1 
r 

  

  

A——0 (1X.3) 
1 везде, кроме точки х ==Хо, у= У, 2==2‹, где — обращается в бес- 

конечность. 
В самом деле, 

1 
ro Г; 3 (х— м)? 

д Ро 
gz 

Г —=— 143 (у — У) 
ду? — 73 75 э 

91 
г _ Г, 3(2— 202 

022 —~COB + rp? 

откуда и вытекает (1Х.3). 
Лемма 3. Если функция и непрерывна, имеет непрерывные 

производные 1-го и 2-го порядков везде в области GD, причём первые 
производные непрерывны вплоть OO границы, а вторые производ- 
ные непрерывны внутри области, то имеет место формула: 

9.1 

1 Tr 1 ди 
| | 4 aude | | (« BaF Fp aS — ARH (Xp У» 20): (1Х.4) 

2 5 

д 
Здесь эт › Как обычно, обозначает производную по внутренней нормали 

к поверхности 5. Граница 5 области © удовлетворяет условиям $ |
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лекции [, то-есть является кусочно-гладкой и пересекается с любой 
прямой, параллельной какой-либо из осей координат, или в конечном 

числе точек или по конечному числу целых отрезков. 
Будем сначала предполагать, что и всюду, вплоть до границы $ 

области ®, имеет непрерывные производные 2-го порядка. Для дока- 
зательства вырежем из области @ шар в радиуса е с центром в точке 
(Xo, Yo. 2o) и применим к оставшейся области формулу Грина. Тогда 

| Г] умееш | | уме] ма =a = 
р r e->0 Г e>0 Г 7 
2 

1 
9 — 

r 10 1 ди \ 45, (1Х.5) 
=| J («eae- 7) )as rim | | ( ее) 

5 
=->0 

где с-—— поверхность шара ®. 
Нетрудно видеть, что на поверхности в 

1 1 
1 

‘On ar — yoga? 

и, следовательно, 

д 
[ feghas=—t | [uas— 

1 ff 1 [ 
— 5 | U (Xo Vos Z)AS — = | | qs, 

в с 

| | 

где и стремится к нулю при =—>0, т. е. 

[91| < 8 (=), где 6()-»0 при =г-0; 

[ f и (Хо, У 20) AS == 4x27 (Xo, Vo, 20); | J | as | <3) 4ne*, 

on 

| 1 ди " 

ди 
В силу ограниченности = имеем a 57 < №, и, следовательно, 

9 — 

Подставляя это выражение в (]Х.5), получим нужную фор- 

мулу (1Х.4). 
Для того чтобы избавиться от предположения о TOM, что вторые 

производные от и непрерывны вплоть до границы, заменим область 2
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областью ®,, лежащей вместе с границей внутри ®. Применяя сначала 
формулу (1Х.4) к области ®, и переходя затем к пределу при 
®,—-9, получим требуемый результат. Формула (1Х.4) выведена 
в предположении, что точка (ху. У, 20) принадлежит области 9. 
Если же точка (х, У, 20) лежит вне @, то формула ([Х.4) записы- 
вается так: 

1 | , д — 
] r | ди 

РР мае = || ( тб 7) oS: (IX.6) 

о 8 

В этом легко убедиться, повторив весь вывод и заметив, что при 
этом не придётся вводить интеграл по области с. Название формулы 
Грина часто относят к формулам (1Х.4) и @Х.6). 

Весь вывод, проведённый нами, без труда переносится и на слу- 
чай, когда в области имеется конечное число точек разрыва произ- 
водных, удовлетворяющих условиям теоремы. 

Легко заметить аналогию между формулой Грина (!Х.4) и сход- 
ной формулой (УШ.14), выведенной нами для уравнения теплопро- 
водности. Роль рассмотренного там фундаментального решения урав- 

нения теплопередачи играет здесь функция _› которую называют 

фундаментальным решением уравнения Лапласа. 

$ 3. Потенциалы объёма, простого слоя и двойного слоя. 

Если бы нам были известны, из каких-либо соображений, зна- 
ди 

чения и, Аи и —, входящие в формулу Грина (Х.4): 
On 

Ol 
Ди = — 4тр, и =f; on = fo, 

5 hig   

то формула Грина лала бы нам явное представление для неизвестной 
функции и: 

[вая [ [22 45 В [1га5. ахл И = т аи | | р /195 —щ| | 24$. @(Х.1) 
о 5 S 

Однако мы не можем задать произвольно /; и Г], и поэтому фор- 
мула ([Х.Т) не даёт возможности строить решение уравнения 
([Х.2) по произвольным предельным значениям на границе его самого 
и его нормальной производной, подобно тому, как мы делали это 

при решении задачи о колебании струны. Мы дадим особые названия 
интегралам, стоящим в правой части этой формулы. 

Интеграл | | | -- ах dydz мы будем называть ньютоновым по- 
2 

тенциалом, а фуикцию р — плотностью этого потенциала. Аналогично
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J | 7“ мы назовём потенциалом простого слоя с плотностью /о, 

‘| | ав — потенциалом двойного слоя с плотностыо /-. 

 Ныотонов потенциал имеет очень простой физический смысл. 

Представим себе некоторую массу, распределённую в объёме ® 
с плотностью р. Подсчитаем притяжение этой массой материальной 
точки. По закону Ныотона масса т, расположенная в точке (х, у, =), 
притягивает единичную массу, расположенную в точке (ху, Уз, 20) 

с силой Р, направленной к точке (х, у,=) и равной Иначе го- 
‚воря, 

т 
r2 ° 

Ma т 
F = grad, U, rae И = — == —. 

° TV (¢— x0)? -F (9 —Io)2-+ (@ — 20)" 
Функция U, градиент которой равен притягивающей силе, нпазы- 

    

т 
ваегся потенциалом силы тяжести. Поэтому 7 можно назвать пьюто- 

новым потенциалом материальной точки (х, у, =) с массой т. 
Разбивая весь объём @ на малые элементы и заменяя влияние 

массы рАЯ®, сосредоточенной в каждом таком объёме, влиянием рав- 
ной массы, сосредоточенной в некоторой средней точке, мы получим 

выражение для силы Р, действующей па единичную массу, сосредо- 
точенную в точке (х, Ус, 25), в виде 

я I F == $i grady РАО, 

1 1 
где стадо — является значением gradj— в некоторой средней точке 

объёма Д®. 

Переходя к пределу, получим: 

Е== JJ | pgrad,4 ag, Fy == [| oe 
QQ 

= [foes n= [| foe 
Ilyctb pp (x, y, 2) — непрерывная функция, Величины Р., Ру, Рь 

представляются равномерно сходящимися интегралами и в силу тео- 
ремы $ 2 (УП) суть производные соответственно по №, У, 2 OT 

  

функции (== | = dQ и, следовательно, 

Е = ола О. 

Таким образом, ( оказывается потенциалом тяготения массы, распре- 
лелённой с плотностью р в объёме 9.
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Ту же интерпретацию допускает и потенциал простого слоя. Это 
есть потенциал тяготения масс, распределённых на поверхности $, 
создаваемый в точках вне поверхности. Если р — плотность этих масс, 
то, заменяя действие, каждого куска, AS поверхности в точке 

1 
(Xo: Yo» 2p) через grady - ;. tf AS, rae та, = — ' обозначает значение grady — 

в некоторой_ средней точке, унмируй по всем Д$ и переходя 
к пределу, получим для силы тяготения в точке (Xo, Vo» 2) выраже- 

ние F = grad, U, И = J [4 fo 4$, что и требовалось доказать. 

Мы считали р и р плотностью масс, тяготеющих по закону 
Ньютона, но так же можно было бы провести вывод выражения для 
электрического потенциала, создаваемого зарядами, притягивающимися 
по закону Кулона, или магнитного потенциала. 

Церейдём к выяснению геометрического смысла потенциала двой- 
ного слоя. Наша задача будет состоять в том, чтобы представигь 

этот интеграл в несколько иной форме. 
Рассмотрим некоторую, вообще говоря, незамкнутую поверхность 5. 
Возьмём пекоторую точку О и построим вокруг этой точки сферу С 

радиуса 1. 
Допустим, что поверхность $ двусторонняя, и назовём одпу 

из еб сторон внутренней, а другую внешней и тем самым опреде- 

лим направление вну- 
тренней нормали во 

всех точках поверх- 
HOCTH. . 

Пусть эта поверх- 
ность разбита на ко- 
нечное число кусков 
таким образом, что- 
бы каждый кусок или 
встречался с радиус- Черт. 11. 
векторами, проведён- 

ными из точки О, не больше, чем в одной точке, или же являлся 
куском конической поверхности с вершиной в точке О. 

Для каждого такого куска знак косинуса угла между внутренней 
нормалью и радиус-вектором, проведённым из О, будет постоянным. 
Пусть эти куски будут $1, 5, ..., эк. Проведём радиус-векторы 
в каждую точку куска $;. Эти радиусы в пересечении со сферой С 

образуют на ней область С; (черт. 11). 
Площадь этой области мы будем называть телесным углом, под 

которым внутренняя поверхность куска $; видна из начала коорди- 
нат, и обозначать Os. Мы будем считать этот телесный угол поло- 

  

0   

жительным, если радиус-векторы, направленные из начала в точку $ 
пересекаются с внутренней пормалью под тупым углом, т. е. если
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наблюдатель, стоящий в начале координат, действительно видит вну- 
треннюю поверхность, и будем считать, что этот угол огрицателен, 
если наблюдатель видит внешнюю поверхность, и угол между радиус- 
вектором из начала и внутренней нормалью $, — острый. 

Для кусков конических поверхностей с вершиной в точке О те- 

лесный угол примем равным нулю. 
Телесный угол для куска $; будет, очевидно, в полярных коор- 

динатах с вершиной в точке О записываться так: 

og = — Г | sign [cos (r, #)] sin 8 d0 dg, (1X.8) 

81 
где sign [cos(’, п)] обозначает знак косинуса угла между радиус-век- 
тором г и внутренней нормалью п. 

Для всей поверхности $ мы определим телесный угол «, под ко- 

торым видна её внутренняя сторона из начала, как сумму соответ- 
ственных телесных углов для всех кусков Sj. 

Этот угол будет выражаться интегралом 

‚= — { ( 0. Os J | Зет [со$ (г, 2)] sin 9 a0 do 

Мы можем теперь сформулировать нашу лемму. 
Лемма 4. Имеет место формула 

ot 

wy == J le —^. 4$. (IX.9) 

Для доказательства заметим, что My зависит только от контура, 
ограничивающего поверхность $, и не меняется при любых дефор- 
мациях поверхности $, лишь бы контур {/ оставался неизменным и 
поверхность $ в процессе её деформации не проходила через пачало 
координат. | 

Интеграл (1Х.9) также не зависит от поверхности $ при указан- 
ных деформациях. В самом деле, разность иитегралов 

‚ рд-- a 
| 3 4$ — [| on oS) 

5, Sy 

где $; и $5 имеют общий контур, есть интеграл по замкнутой по- 
верхности 5. 

Так как, по предположению, точка О находится вне области, 
ограниченной поверхностыо 5, по формуле Грина имеем: 

д — Еве J On
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Чтобы убедиться теперь в справедливости (1Х.9), достаточно 
показать совпадение ®; и интеграла (1Х.9) для какого-нибудь одного 

типа поверхности $, ограниченпиой контуром J. 
Возьмём, например, поверхность, состоящую из куска сферы С 

и куска ДС конической поверхности, составленной радиус-векто- 
рами, проходящими через начало и контур 2. Для обоих этих кусков 
справедливость (]Х.9) очевидна, ибо на L имеет место равенство 

at 
r ; 

> == 0-BMecTe с равенством нулю телесного угла, а на С 

at 1 
r r . эх ==— a ==-— вп [60$ (и, п)], 

и поэтому 

2 = 45 = — sign [cos(r, 2)] sin 9 0 do. 

Можно было бы установить справедливость (1Х.9) и просто не- 
посредственной выкладкой. 

На основании совпадения интегралов (1Х.8) и (1Х.9) по любой 
поверхности легко заключаем, что 

at 
. . г > 

— sign [cos (7, 72)| sin 6 d) do == az 45. 

Мы будем обозначать иногда выражение 

at 
г 

On 
dS (1Х.10). 

через dw MW называть 4® элементом телесного угла. 
С помошью формулы (1Х.10) потенциалу двойного слоя можно 

дать представление 

Гл. (IX.11) 
5 

Это представление говорит о том, что если плотность Х, потен- 
циала двойного слоя равна единице, то этот потенциал выражает 
телесный угол, под которым видна поверхность $ из точки (%‹, Уд, 20). 

 



ЛЕКЦИЯ Х. 

НЕКОТОРЫЕ ОБЩИЕ СЛЕДСТВИЯ ИЗ ФОРМУЛЫ ГРИНА. 

$ 1. Теорема о среднем арифметическом. 

Формула Грина (1Х.4) в случае, когда и — гармоническая функция, 
принимает вид: 

1 9 1 ди 
и (Xp, Yo 20 т. | (« 5-9) 45. (Х.1) 

8 

Эта формула, как мы видели, справедлива всегда, если функция 
имеет производные первого порядка, непрерывные вплоть до гра- 
ницы, и производные второго порядка, непрерывные внутри 
области. | 

Правая часть формулы (Х.1) представляет собой сумму потен- 
циалов простого и двойного слоя. 

Их свойства будут подробно исследованы в дальнейшем. Пока- 
жем сейчас, что каждый из них есть гармоническая функция везде 
вне поверхности S. 

В самом деле, если точка (ху, Уз, 20) не лежиг на этой поверх- 
ности, то потенциалы простого и двойного слоя можно диффе- 
ренцировать, и притом сколько угодно раз, по переменным ху, Уз, 20 

"| 
под знаком интеграла. Поскольку — есть гармоническая функция 

этих переменных, ибо, как мы видели, Ay ~ =0, то и потенциал 

простого слоя и потенциал двойного слоя будут гармоническими 

функциями вне 5. Более того, функцию 1 вблизи некоторой точки 

ху У» 2 можно разложить в ряд по степеням х,—х,, Уу— У» 

2—2, равномерно сходящийся при достаточно малых по абсо- 

лютной величине значениях этих разностей,
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3 самом деле, 

1 

V@—x)' + O— nF +e 
1 

ео Ноев 

— [ [Р-Р (2—2 X 

  

  

] — 

> 

—8 
  

(x — 5) (%p — 9) + (LY — I) (Yo — Ho) + (2 — 24) (% — 25) 
(х — Xo)? + (Y — 98 + (2 — 25)? 
  x {1-2 as 

1 

Xy— Xo)? + (о — Io)? + %— a} (x — X5)?-+ (y — yo)? + (2 — 2)? 
  4 

Применяя к этому выражению разложение в ряд по формуле бинома 
Ныотопа, легко убедиться в том, что этот ряд будет равномерпо 

#2 18 #0 сходиться при значениях (х,—^,)*-Н (у — У - (2—2), доста- 
точно малых по сравнению с минимумом выражения 

(x — X5)° + (y — 9)? + (% — 25)? 

когда точка (х, у, =) пробегает поверхность S. 
Интегрируя этот ряд  почленно, ‚Убеждаемся, что функции 

__ ди 1а WW == 7 а и ds опускают такое разл 
9 — iz On r BONY разло- 

жение и, следовательно, являются аналитическими функциями 
X*, Vor 2 везде, кроме поверхности 5. 

Пусть и — гармоническая функция в шаре, непрерывная с пер- 
выми производными вплоть до границы. 

Применим формулу Грина (Х.Г) к шару радиуса #, описанному 
вокруг точки (%%, Ус, 20), поверхность которого мы также обозна- 
чим буквой 5. Мы получим: 

1 l 1 Ou 

$ 

Но при любой замкнутой поверхности $5, 

|] ш4= [ [ [aed ay azo, 
в
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где ®,-- -объём, ограниченный поверхностью $;, а функция и гар- 

монична внутри 9, и имеет непрерывные производные вплоть до 

границы. 

Слеловательпо. 

я 

и (о, У» 20) == an | | иа5=-- | а | и(Ю, 3, о) тв ае, (Х.2) 
0 0 

где $ и ф— сферические координаты. 
Отсюда следует 
Теорема 1. Значение гармонической функции в центре неко- 

торого шара равно среднему арифметическому её значений на 
поверхности этого шара. 

Свойство гармонических функций, доказанное пами, вполне ха- 
рактеризуег этот класс фуикций. Справедлива следующая 

Теорема 2. Если функция и(х, у, г), непрерывная в обла- 
сти @, обладает тем свойством, что её значение в центре любого 
шара, лежащего целиком внутри ®, равно среднему арифметиче- 
скому её значений на поверхности шара, то эта функция имеет 
непрерывные производные 2-го порядка и 

Аи = 0, 

т. е. и(х, у,2) есть гармоническая функция. 
Доказательство этой теоремы мы проведём позднее. Пока укажем 

некоторые свойства функций, удовлетворяющих условию теоремы 2. 
Лемма 1. Непрерывная функция и(х, у,2), обладающая тем 

свойством, что её значения в центре любого шара, заключённого 
в области её определения, равны среднему арифметическому её 
значений на поверхности шара, не может иметь внутри области 
ни минимума, ни максимума, если она не сводится к постоянной. 

В самом деле, если бы в какой-либо точке Ру внутри области ® 
функция и принимала максимальное значение, то среднее арифме- 
тическое её значений на поверхности малой сферы с, окружающей 
точку Ро, могло равняться и (Ру) только в том случае, если бы везде 
на поверхности с функция и равнялась своему максимальному зна- 
чению. Это означало бы, что функция и постоянна на шаре с. Но 
если функция и постоянна на любом шаре, окружающем какую-нибудь 
точку, где она принимает максимальное значение, то она, как легко 

видеть, должна быть постоянной всюду в области ®. Действительно, 
соединим точку Ру с произвольной внутренней точкой Р при помощи 

какой-либо гладхой кривой /, лежащей целиком внутри ®. При этом 
минимум расстояния от произвольной точки линии { до границы области, 
существующий в силу теоремы Вейерштрасса, будет положительным. 
Следовательно, существует такое положительное число м, что шар 
радиуса ц, описанный вокруг любой точки линии [, будет лежать 
целиком внутри ®. На линии / можно указать конечное число точек
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Ру, Py, Po ... ‚ Р»„=Р, обладающих тем свойством, что каждая 
последующая лежит внутри шара радиуса у, описанного вокруг пре- 
лыдущей. Пользуясь доказанным свойством постоянства и на любой 
внутренней сфере, окружающей всякую точку, где и принимает ма- 
ксимальное значение, и переходя последовательно от одной вершины 
ломаной к другой, получим 

и (Р) = и (Ру). 
Лемма 2. Если функция и(х,у,2), удовлетворяющая условию 

предыдущей леммы, обращается в нуль на границе некоторой 
области ®, то она тождественно равна нулю в этой области. 

В самом деле, если бы функция и принимала в области ® зна- 
чения, отличные от нуля, то опа принимала бы наибольшее или 
наименьшее значение внутри области, ие будучи постоянной, что 
невозможно в силу леммы 1. 

Лемма 3. Если функция и (х, у, 2), удовлетворяющая условиям 
леммы 1, на какой-нибудь замкнутой поверхности $ совпадает 
с гармонической функцией и, то она совпадает с этой гармони- 
ческой функцией всюду внутри области, ограниченной $, и, зна- 
чит, сама является гармонической. 

Действительно, разность и— и, будет в свою очередь удовле- 
творять условиям леммы 1, так как ему уловлетворяют порознь # и 1%. 
С другой стороны, эта разность обращается в нуль на 5. Но преды- 
лущей лемме и-— ио =0 везде в области 9. 

В дальнейшем мы покажем, что какова бы ни была непрерывная 
функция 7 (5$), заданная на поверхности шара, существует гармони- 
ческая функция и, непрерывная в замкнутом шаре и равная } (5) 
в точках границы. Отсюда будет непосредственно следовать теорема 2. 
В самом деле, для всякой внутренней сферы с в области ® су- 

ществует функция 1, гармоническая внутри сферы с и прини- 
маюгцая на пей такие же значения, что и и. В силу леммы 3 
и совпадает с и. Значит, и гармонична во всяком внутреннем шаре 
и, тем самым, во всякой внутренней точке ©, что и требовалось 
доказать. 

Из формулы (Х.2) вытекает следующая теорема: 
Теорема 3. Если последовательность {[9„} функций, гармо- 

нических в области @, сходится равномерно в этой области 
№ предельной функции 9, то этот предел есть в свою очередь 
гармоническая функция. 

В самом деле, если каждая из функций 9, удовлетворяет ра- 
венству 

  

1 э 3 

Un (XG. Yor 20) = Anh? | | Uy, aS, 3" 

где 5 — сфера радиуса г==И (х — ха -- (у— уд)? (2—2) =, 
то этому же равенству удовлетворяет и предельная функция. 

 



160 НЕКОТОРЫЕ ОБЩИЕ СЛЕДСТВИЯ ИЗ ФОРМУЛЫ ГРИНА [л. Х 

Следовательно, ©-— гармоническая функция в ®, что и требовалось 
доказать. Отсюда следует, между прочим, что если гармоническая 
функция 9(х, у, =, А) непрерывно зависит от параметра Л в конечном 
промежутке а<^<ф, то и интеграл от © по параметру Л, взя- 
тый по этому промежутку, также представляет собой гармоническую 
функцию. 

$ 2. Поведение гармонической функции вблизи особой точки. 

Пусть функция и имеет особую точку в области 8, но в окрест- 
ности этой особой точки является гармонической. Исследуем её по- 

ведение вблизи такой особой точки. Для простоты предположим, что 
этой точкой служит начало координат. Преобразуем функцию и 
к полярным координатам, тогда и==и(А, %, 9). 

Лемма 4. Если функция и(х,у,г) удовлетворяет неравен- 
ствам: 

ди А lul< Ee a ’ 5 ‹ 

где А— постоянная, а В==У х?-|у?-|- 2, и является гармони- 
ческой функцией в 9 за исключением начала координат, то функ- 
ция и(х, у,г) в ® допускает представление 

д" | 
sy 1 

и (хо, Ус» Zo) — У У Чл avd deh д 4 raat * (Xo; У: 20), (X.3) 

m=0 t-+7+tk=m Jo 

  

`` 

где и*— функция, гармоническая во всей области @, включая 
точку (0, 0, 0). 

Доказательство этого факта следует непосредственно из формулы 
Грина (Х.Г). Окружив точку (0,0,0) малой сферой с с центром 
в начале, получим: 

1 д— 
1 r 1 =) 1 ди 

(хо, Ус =e) | Gr Tr xa) as + LG т = 5) aS. 

Вблизи точки х =0, у=0, 2==0 функцию = по формуле Мак- 

лорена можно представить в виде 

1—1. om i 
1 __ 1 \ ] > r +R ’ 
TORT У У iyi * 9"? Sixt dys Oak ” 

0 =1 4$--7-- Д=т 

где значения производных берутся в TOUKeE х=у=2==0, 

Ю = V x2 Vo +2, сфера с взята настолько малой, что точка
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(хо, У 20) лежит вие её, причём 1Ю„|< СВ”, где С — постоянная. 
Пользуясь тем, что 

] ] 
om — om 

о — (— 1)” —__*__ Ry , 

0x’ dy) dz" |, axt dyd azk 

получим: 

| п—1 (—1)m om у 
AY (— - Jot (— 1)" дек Юр, (X.4) 

” Ko + m=I1 yin > 0x9 д. 92% т Kn 

9—— | 
Аналогично 7; также представляется линейной комбинацией про- 

] 
изводных ОТ 7. NO Xo, Yo. 2 AO порядка п— 1 с коэффициентами, 

9 
f 

пе зависящими от хо, Ус, 20 и остатком ГЛ», для которого справедливо 
1. 

перавенство |А„|< С,08-!. Это следует из того, что производные 
1 

OT = по х, у, = отличаются лишь знаком от производных по Ху, Ус, 2%, 

а для этих производных искомое представление очевидно. Но 

= = cos (nx) & ++ cos (iy) = ду О 05 (иг) 5. , 

где со$(пх), со$ (пу), соз (иг) не зависят от Ху, Ук, 2о и ограничены. 
Отсюда получим: 

ag 

  

1 „. /90— 
] Г 1 ди 

и (о, Уд» 20) == GT | (Cz 1 — 128) 4s s+ 2 Е 
S $ 

1—1 07 | 

У rasp ae hae | J (Row — Rage) as 
dx’ dy) dz n 

где 4, — некоторые числа. 
Перейдём к пределу, когда с стягивается в точку х = у==2==0. 

Предел интеграла, взятого по с, будет в силу условий леммы равен 
нулю, а первое слагаемое правой части есть гармоническая функция 
OT Xo, У, 2, Не зависящая от с (сумма потенциалов простого и двой- 
ного слоя). 

Отсюда следует, что и сумма 

й—1 1 om — 

re У 2 ЕЕ Oxe д Оо 
m=1 it+jtk=1 

|1 Зак. 1956. С. Л. Соболев.
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должна стремиться к некоторому пределу Ф (ху, Vo, Zp) = Ф (Ро). 
Докажем, что этот предел должен выражаться в виде 

1 
ри om 

ay Ro 
Rot у, Па, ———— OF 

У т Oxo Oye azk° 0 
m=1 i+-jtk=m 

Для этого достаточно доказать следующую лемму: 
Лемма 5. Пусть 9, Фо ..., Ф.—-некоторые функции от 

Хх, Хо ..., Х, (Е — конечное число). Если линейная комбинация 
этих функций с переменными коэффициентами, не зависящими от 
X15 Хо, oa ey п: 

pe) => У (хь ..., м), 

сходится при т—0, то её предел $®) есть снова линейная комби- 
нация тех же функций Ф;. 

В самом деле, функция $) не может, очевидно, принимать неза- 
висимые произвольные значения во*всём пространстве, так как, при- 

писывая ей какое-либо значение в некоторой точке Р), мы получим 
некоторое линейное уравнение, которому должны удовлетворять 

числа у. 
Число таких линейно независимых уравнений не больше, чем А; 

поэтому можно указать N таких точек РО ee, PY) (N<k), uTo 
значение функции $(”) в любой точке Р определяется вполне через 
эти значения: 

М 
o™ ( P) — 2 о") ( р®)) Ws ( P), (Х.5) 

где Ф.(Р)— линейные комбинации $; с числовыми коэффициентами. 
Обратно, всякая функция, удовлетворяющая уравнению (Х.9), пред- 

ставима в виде линейной комбинации ©... 
Отсюда следует наша лемма. Если перейти к пределу в равен- 

стве (Х.9), то мы видим, что $®) должна удовлетворять уравнению 

N 

(р = Y (Po) 4s (P). 

и, значит, $©) есть линейная комбинация $; (Р), что и требовалось 
доказать. 

Теорема 4. Представление (Х.5) имеет место, если удовле- 
творено неравенство 

А 
141 < ря,



$ 2] ПОВЕДЕНИЕ ГАРМОНИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ ВБЛИЗИ ОСОБОЙ ТОЧки 163 

Введём вместо и(Г, $, $) вспомогательную функцию 

Е 
1 в o(R, % =p | «В, 3, 9 RAR (X.6) 

0 

интеграл в правой части сходится. Его можно представить в виде. 

1 
`` 

v(R, 9, d= pal и (КЕ, $, Ф) Ren d (RE) = 

0 

1 1 

= | и (КЕ, 3, 0) & di = | и (Ех, by, &z) & dé. 

0 0 

Как легко убедиться непосредственным дифференцированием, подинте- 
гральное выражение в последнем интеграле является гармонической 
функцией переменных (х, у, 2); отсюда следует, согласно теореме 3 
из $ 1, что и 9 является гармонической функцией. 

  

  

Очевидно, 
R 

д (Ю, $ 1 ‚ 3, п | и(К» 9, 9) Как, +". (ХЛ) 
0 

Из формул (Х.10) и (Х.11) следует: 

В 
1 A 

[19| < ран | AdR, = д, 
” 

< __ A(n+2) 
[55 < ‘риа Глав + BHT pa ot ° 

Следовательно, к функции VU применимы все условия леммы 4, и © 
представима в виде 

7—1 om x 

=a xe Чл я ду 702 Id aydak tM Ro ® ’ ?), 

m= 

где %— гармоническая в окрестности начала координат функция. 
Функция и может быть получена из 9 с помощью простых вы- 

кладок: 

и(К, 8, $) = i [Юз (К, 9, Ф)] = 

=(n-+-1)0(R, 3, +x НУ +22 

11*



164 НЕКОТОРЫЕ ОБЩИЕ СЛЕДСТВИЯ ИЗ ФОРМУЛЫ ГРИНА [л. х 

т —- 

Принимая во внимание, что фуд, == Oat Oyd Ont есть однородная функ- 

ция измерения — (12-|- 1), следовательно 

Os sr Ove ar Ove je 
> TIS 2 aS (a 1) ль 
  

и замечая, что выражение Oe ow 4 2 при гармонической 
; р дк ГУ ду Oz р р ическо 

функции W является гармонической функцией (это легко проверить 
непосредственным дифференцированием), убеждаемся в справедливости 
нашей теоремы. 

Следствие. Если в окрестности начала координат функция 
и (х, у, 2) ограничена и является гармонической везде, кроме, быть 
может, начала, то её можно превратить в гермоническую, выбрав 
соответственым образом. а (0, 0,0). 

Функция и в окрестности начала совпадает с гармонической функ- 
цией х. Следовательно, она может не быть гармопической лишь по- 

тому, что и(0,0,0) не равно (0, 0,0), отсюда и вытекает наше 

утверждение. Очевидно, что роль начала координат может играть 
любая точка. 

$ 3. Поведение гармонической функции на бесконечности. 
Взаимносопряжёнкые точки. . 

1 
Функция — может быть преобразована к некоторому виду, весьма 

удобному в дальнейшем. Займёмся этим преобразованием: 

1 1 
— —- = 

Г Уж у — 2 (x89 + Wot 220) +49 + Mot A 
1 I 

~ RR Тоха 1’ 
К КЮ R* 

  

  

где 

О Ray 2, Ro= xo-+ yo-t 2 
тсюда 

1 1 1 
т ВВ, х Xo\? У У. a 2 Z, \* 

И (= 7) + (= ra} + (в к) 

Обозначим 
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Точку ($, 9, ©) мы будем называть сопряжённой с точкой (х, у, 2) 
относительно единичной сферы. Нетрудно видеть, что 

р-р, 
И - _ м __ 6 

v= per Y= par © pe 

Таким образом, свойство сопряжённости является взаимным: если 
точка (&, м, ©) является сопряжённой для топки (х, у, 2), то, обратно, 
точка (х, у, 2) является сопряжённой для точки ($, м, 6). 

Точка, сопряжённая с данной, лежит на луче, проходящем через 
начало и данную точку, на расстоянии от начала, обратном расстоя- 
нию данной. 

    

Обозначая 

= У (&—&)?-- Я — чо) (6—6), 

VERO =P, 

получим: 

РР (Х.8) 

Из этой формулы вытекает важная для применений 
Теорема 5. Если функция и(Ю, %, $) — гармоническая в не. 

которой области @® переменных Ю, $, ©, то и функция 

pep 1,e)=0(P, 9,9) 

также гармоническая в соответствующей области ®, переменных 

Р, 9, ‹, получаемой из области ® заменой Р =F: Иными словами, 

Р \P? 
В самом деле, по формуле Грина (Х. 1) всякая гармоническая 

функция и (х, у, 2) представляется суммой потенциалов простого и 

ДВОЙНОГО СЛОЯ 

1 | 
—и|-—, 9, Ф) есть гармоническая функция от Ё, 1, 6. 

1 д— 
с 1 

и (Ко, 9%, Фо) = 45+ РТ, 7 95, 
8 5 

где 

 



166 НЕКОТОРЫЕ ОБЩИЕ СЛЕДСТВИЯ ИЗ ФОРМУЛЫ ГРИНА [л. х 

Следовательно, 

1 
ptm Roum J aa Эй T aS. J ot (X.9) 

Ry 1 HO + = Bp есть гармоническая функция &, Mo, Co, a 3H@YHT, HHTe- 

гралы (Х. 13) —также гармоническая функция этих переменных, 
что и требовалось доказать. 

Следствие 1. Если гармоническая вне некоторого шара 
функция удовлетворяет неравенству 

|u| << AR-}, (Х.10) 

то эта функция представима в виде: 

п—1 gegen 

t= Oy Say. ROH ee Ни", (X.11) 
fn 

it jtkom 

где и* — гармоническая функция, стремящаяся к нулю на бес- 
конечности. 

В самом деле, если для и имеет место неравенство (Х.10), 
1 

то для функции v(P, 9, 9) =- и (> ‚ 9, $) имеет место оценка 

А 
lul< pa 

Но по доказанной ранее теореме 4 (Х) 

I п—1 om = 

v(P, 3, = | Уз 4 BE Ont OLE SNOT IER vu" (P, 3, $). (X12) 
M21 

am 

Функция бедттосе есть однородная функция измерения — (т -|- 1) 

от & м, &. Следовательно, 

- om i 

рт+1 РР 
02 037 О 

есть однородная функция нулевого измерения от Ё, ч, & и зависит 
только от отношений этих величин. Но & \, & пропорциональны
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х, у, г; следовательно, 

1 1 gm —— ou — 

met ИВ. +1 ___ 
Pe Ptoqiace = R"*" зтдулоты 

откуда 

1 1 
om — om — 

ЫЭ——— г R2m+2 Re 
OE? Ont OCK 0х1 091 02 

Подставляя (Х.13) в (Х.12) и пользуясь тем, что и=т 

чим (Х.11). Наше утверждение доказано. 
Из формулы (Х.11) вытекает одно важное следствие. 

167 

(X.13) 

V, полу- 

Следствие 2. Функция и(х, у,г), гармоническая вне шара 
и ограниченная там, стремится на бесконечности к определён- 
ному пределу.



ЛЕКЦИЯ ХФ! 

‘УРАВНЕНИЕ ПУАССОНА В НЕОГРАНИЧЕННОЙ СРЕДЕ. 
НЬЮТОНОВ ПОТЕНЦИАЛ. 

Переходим к исследованию уравнения Пуассона в неограни- 
ченной среде. 

Лемма 1. Функция, гармоническая во всём пространстве и 
стремящаяся к нулю на бесконечности, есть тождественный нуль. 

В самом деле, применяя теорему 1 лекции [Х к сколь угодно 
большому шару, видим, что в любой точке пространства значение 
нашей гармонической функции сколь угодно мало. Отсюда и выте- 
кает наше утверждение. 

Следствие 1. Решение уравнения Пуассона 

ДУ == — 4тр (х, у, 2) (Х!.1) 

в неограниченном пространстве, стремящееся к нулю на беско- 
нечнности, единственно. 

В самом деле, если 9; и 9.— два таких решения, то их разность 

91 — Ug 

‘есть гармоническая функция, стремящаяся к нулю на бесконечности. 
По предыдущему она — тождественпый нуль. 

Следствие 2. (Теорема Лиувилля.) Гармоническая функция, 
ограниченная во всём пространстве, равна постоянной. 

В самом деле, по следствию 2 теоремы 5 предыдущей лекции 
эта функция на бесконечности стремится к некоторому пределу с. 
Разность и—с, являясь гармонической функцией, будет стремиться 
на бесконечности к нулю и, следовательно, будет равна нулю везде, 
т, е. и=с всюду, что и требовалось доказать. 

Переходим теперь к решению уравнения Пуассона (ХГ. 1) в не- 
ограниченном пространстве. 

Пусть функция р(х, у, 2) интегрируема и удовлетворяет нера- 
венствам 

  

fe (x, У, 2)1< an ,ecm R>1, | 
| (XI.2) 

[р (х, у, 2)|<А, ecm Rl, } 
Й
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где 

R=Vxer+y2+2 uad0d. 

Без ограничения общности можно считать а <1, ибо в противном 
случае замена « на и, «а только ослабит неравенство (Х1.2). 

При выполнении условий (ХТ. 2) решение уравнения (ХГ.1) легко 
построить с помощью формулы Грина {Х. 4). Пусть и (ж, Уз» 2) — 
какое-нибудь решение (Х1[.1). Взяв произвольный объём ®, ограни- 
ченный поверхностью $5, мы имеем на основании этой формулы: 

1 ff 1 
и (хо, У a=—z| | | ang) 4 axay 42 —- 

2 

at 
1 r [ ди 

+2) |e aas— ie) ret 
S 

р т | | ou 
= | Геи |  длиа on & —= | | та ; 45, (XI. 3) 

О 

где г, как обычно, — расстояние между точкой (х, у, 2) и точкой 

(%› Ус, 20). 
Возьмём за объём ® шар радиуса Ю с центром в начале коор- 

динат и устремим А к бесконечносги. При этом первое слагаемое 
правой части (Х!.3) будет стремиться к определённому пределу, так 
как в силу условий (Х1.2) объёмный интеграл сходигся. Сумма 
двух других слагаемых представляет некоторую гармоническую функ- 
цию. Мы покажем далее, что предел первого слагаемого даёт реше- 
ние поставленной задачи. В силу доказанной единственности реше- 
ния отсюда будег следовать, что сумма второго и третьего слагае- 
мых стремится к нулю. 

Докажем, что функция 

со +00 co 

и (Хо, Уо, 20) = | | | + dx dy dz, (X1.4) 
e 

—O —-—ocCO —-—c 

где тройной интеграл распоостранён на всё пространство, действи- 

тельно удовлетворяет уравнению (Х1.1) и поставленным условиям. 
Функция (Х1.4) называется пьютоновым потенциалом, а р(х, у, 2)— 

его плотностью, как это было уже определено в $ 3 (1Х). 
Прежде всего займёмся исследованием условия на бесконечности. 

Оценивая (Х1.4), булем иметь: 
-Нсо оо 

[1 (Хо, Уз. 20)| < А | | api - ax dy dz. 
= 

со +
 

g
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Переходя к оценке последнего интеграла, заметим, что величина 

его зависит только от Ry = Уж yo 20, и если положить ху = Ао 
У =0, 2. =0, то она не изменится. В самом деле, очевидно, этот 
интеграл не меняется при повороте координатных осей, и можно 
выбрать эти координатные оси так, чтобы ось ОХ проходила через 
TOUKY (Xo, Vo) Zo). Делая теперь замену переменных 

x= Rok y= Rod, c= К, 

приведём его к виду 

“F00 оо о +c0o --co +0 
| | ЮЗ АЕ & А di dy de 

Ritep2rep pe р p2+e ? 

—0Co —cOoO —©cO 0 1 —oo —co —oco 1 

ге Р-=УЁ-|- 12-0, Р,=У(— 1) 12-Е. Последний инте- 
грал сходится, ибо: 1) при Р-—> со подинтегральное выражение убы- 

вает, как mae! 2) вблизи Р =0 особенность порядка р инте- 

  

Г
“
 

  

грируема; 3) вблизи Р, =0 особенность порядка = интегрируема. 
1 

Обозначая 
+-+-co +o +0 

di dq dl k 
P P2te —^, 

—oo —co 

получим: 
Ak 

[и (о» Ус, 20) [< —, 
Ко 

что и доказывает стремление к нулю функции и на бесконечности. 
Докажем, что и имеет непрерывные производные, когорые полу- 
чаются дифференцированием под знаком интеграла. Например, 

+00 --co +00 

44 _ | | | т ae dye 

Дифференцирование под знаком интеграла, очевидно, выполнимо, 
так как полученный интеграл равномерно сходится. В самом деле, 

  
  

1 ] 
д — 0 — 

r X—Xp и r 1 
— 7 — >) © 

дхо rs дхо | > 72 

Сходимость указанного интеграла вытекает из второго признака 
лекции УП. 

Существование непрерывных первых производных у ньютонов-. 
ского потенциала доказано. Для того чтобы доказать существование 
и непрерывность вторых производных, необходимо наложить неко- 
торые новые ограничения на функцию р (х, у, г). Именно, мы по-
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ложим, что эта функция имеет непрерывные производные 1-го 
порядка. Это ограничение не является существенным, но замена его 
другим, более слабым, потребовала бы больших усилий. 

Функцию р всегда можно разбить ча два слагаемых р1, ро так, 
чтобы в окрестности данной точки (ху, Ус, 25) функция ро была бы 
тождественно равна нулю, а функция р, была бы равна тождественно 
нулю в некоторой окрестности босконечности, т. е. везде вне неко- 
торой. области О. При этом можно добиться того, что 6; И ро в свою 
очередь будут иметь непрерывные производные 1-го порядка. Тогда 

+00 --co --со --co -- co +0 

(Xo. Vor w= f | Га м ера: | | [ Baxayade 

Ввиду того, что ро==0 в окрестности точки (ху, Vor 529), 
мы можем из второго интеграла исключить эту окрестность и тогда 
дифференцировать его по параметру 2 раза, получая равномерно 
сходящиеся интеграль. Займёмся первым интегралом. Мы будем иметь, 
например: 

Чо Но Че | 00 foo fo 
— X 

2. | | [ 4 fi dx dyde—= | | Г == ———* dx dy dz. 

Вводя HoBble MepemeHHble X= xX) +, y=ayoty, 2—=2-+C, mp 
получим: 

  
  

9 --co +0 -|- со 

PL. 
2. | | Г паху 

соо --оо но | 

— | | бр: (Хо-Н 6 Yon, 2+) didn ds 

‘ V (2+ 42 + C28 ? 
—CO —CO —©COo 

и очевидно, что по параметрам Xo, Yo, 2 этот последний интеграл 
дифференцировать можно. Это следует из того, что интегралы от 
производных будут сходиться равномерно. 

Нам остаётся доказать, что ныотонов потенциал удовлетворяет 
уравнению Пуассона. 

Возьмём функцию $Ф (Ху, Ус, 25), равную нулю везде, кроме неко- 
торого шара С с центром в точке (ху, уз, 20), и имеющую не- 
прерывные производные нескольких порядков. Тогда по формуле 

oy Грина (1Х.4), замечая, что вне шара С функции $ и эи Равны нулю, 

получим: 

+00 +0 --oo 

tn se она || Чень
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Умножая обе части на р (ху, У, 20) и интегрируя по Ху, Уд, 25 
будем иметь: 

  

оо со со 

| | | 9 (Хо› Ус» 20) Р(Х» Уз» 20) @Хо 4уз 42% = 

Е со -Н со 

— — -- | . | Ay (x, у, Ae (Xo, Yo 20) ах dy dz 4х. dy, dz, — 

б раз 

+ co +0 +00 +0o +0 -++00 

== — +: | | | Aw (x, y, = (| | | --- ахо 4% dey) dx dy dz = 

со Е: со co 

—= — Е | | | и(х, у, г) 4% (х, у, 2) dx dy dz. (ХТ.5) 
—©® —©® —< 

Последний интеграл можно преобразовать, так как при доста- 
точно большой области О 

ГГ Голуах дуае == [| [| [фАшахду а 
р D | 

Сопоставляя это с (Х1.5), приходим к заключению, что 

J J Г v(x, Y, 2) [Au —- 4x9] dx dy dz=0. 

—0O -—-C -—©< ‹ 

Из произвольности $ (х, у, =) вытекает 

Ди —= — 4тр, 

что и требовалось доказать.



| ЛЕКЦИЯ ХИ. 
РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ ДЛЯ ШАРА. 

Задача Дирихле для уравнения Лапласа, с которой мы познако- 
мились в лекции Ц, есть задача об определении гармонической функ- 
ции внутри области, если известны её значения на границе. Можно 
ставить задачу Дирихле не только для уравнения Лапласа, но и для 
других уравнений эллиптического типа, понимая тогда под залачей 
Дирихле задачу об отыскании решения данного уравнения в данной 
области, принимающего заданные значения на границе области. В па- 
стоящей лекции мы будем заниматься решением задачи Дирихле для 
шара, поставленной для уравнения Пуассона Au =p. 

Рассмотрим внутри области ®, ограниченной поверхностью 5, 

точку (хо, Ус, 20). Как мы видели, функция =» Fae 

r= V (x—Xo)? + (y— Yo)? + & — 2o)%, 

есть решение уравнения Лапласа. 
1 

Применяя формулу Грина (1Х.4) к - и некоторому решению # 

уравнения Пуассона Аи ==р, получим: 

  

и (Хо, Ус» 20) == 

Неее [ [Рева о 
Если бы мы построили такую  гармоническую — фуикцию 

] . 
E(x, Y, 23 Xq Vo. 2), WTO S| === | то, применяя формулу Грина 

5 г’ 
к ци г, имели бы 

|] вм — ил ак ду — ie] | J враки = 

(Og Ou 

==] ] \on @ _& sa) 45. (ХП.2) 
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Складывая (ХП.1) и (ХН.2) и учитывая значения © на $, получим: 

ибо [Г] (р ах ара 
Q 

4 J | iG —#) udS. — (ХИ.3) 

Обозначая 
1 

Е — G (x, У, =, Xo» Yo 29), (ХП.4) 

и (хо, У, 20) = — | | | Goaa+ [ [22 час. (ХН.5) 

о 8 

Функция @ называется функцией Грина; формула (ХП.5) даёт 
в случае уравнения Пуассона в явном виде решение задачи Дирихле 
для @, если известна функция Грина. 

Функция Грина принимает на границе © значение нуль и пред- 
1 

ставляет сумму функции -и гармонической всюду в области функ- 

имеем: 

ции =. Очевидно, что она определяется однозначно. 
Перейдём теперь к решению задачи Дирихле для шара. В ‘этом 

случае можно построить функцию Грина в явном виде. Если точка 
(х, у, =) лежит на сфере радиуса единица, то х= у==\, 2==6. 
Положим 
  

r= V (х— Р-Н 0 — 10)? + (2 —&)?: 

В силу (Х.8) на сфере А =1 будем иметь: 

  

| и 
Юм |Е=11 Г” 

Функция an есть, очевидно, гармоническая функция внутри шара 

К<1. Следовательно, g = Rn 

Отсюда 
G— 1 1 

4кг — 4xRor,’ 
где 

So VFI, r= VE x) E yo)? + (2 — 20) 

"ИЯ RD 
= pV RR — их Tob Ho) 1, 
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откуда 

  
  

1] 1 1 
С (х, у, =; Ху, = |т— |. 

Как мы видим, функция С оказалась симметрической функцией 
относительно аргументов (х, у, 2) и (ху, У, 25). Следователь- 
но, как функция хо, У 2, она также является гармонической, 
если ГЕ 0. 

Проверим теперь, что формула (ХП.5) действительно даёт реше- 
ние задачи Дирихле для шара. Наше доказательство будет состоять 
из двух частей. Мы докажем отдельно, что первое слагаемое правой 
части формулы (ХП.5) даёт решение уравнения Лапласа, принимающее 
на границе $5 заданные значения, а второе слагаемое представляет 
собой решение уравнения Пуассона, равное нулю на границе шара 9. 
Начнём с доказательства второго утверждения, ' 

Докажем, что функция 

#1 (Хо, У» 20) == — | | [ Gp dx dy dz (XII.6) 
; e о e 

обращается в нуль на границе и удовлетворяет уравнению Пуассона. 
Для этого нужно оценить величину функции Грина С (х, у, 2; ху, У 20). 
Покажем, что имеет место неравенство 

о<б<-. (XII.7) 

Установим прежде всего, что @`> 0. Окружим внутреннюю точку 
(Xo. Yo. Zo) малой сферой с и будем рассматривать функцию С в 
области @’, заключённой между сферой с и сферой 5. В этой области 
С — гармоническая функция. Если сфера с достаточно мала, то на 
ней С будет положительна, так как первое слагаемое сколь угодно 
велико, а второе — ограничено. На сфере $ функция @ по определе- 
нию равна нулю. Следовательно, С неотрицательна везде на границе 9”, 
а на части границы @” положительна. По принципу минимума она 
положительна всюду в ©”. 

Для доказательства второго неравенства (ХП.7) достаточно убе- 
диться в том, что функция = положительна. Это следует из того, 
что она принимает на границе ® положительные значения и гармо- 
нична в ®. 

Из неравенства (ХП.7) следует, что интеграл сходится равномерно 
относительно точки (ху, Ус, 25) по признаку 2 лекции УП; следова- 
тельно, он представляет собой непрерывную функцию. Значение её, 
если (Ху, Yo, 20) является точкой границы, есть нуль, следовательно, 
интеграл (ХП.6) стремится к нулю, если (ху, Ус, 20) стремится к 
точке границы.
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Пусть точка (хо, Yo, 2%p) лежит внутри шара; запишем интеграл 
(ХП.6) в виде 

в Г 
козы г) = || [Ваха | | | врахдуае 

2 2 

Первое слагаемое есть ньютоновский потенциал и, следовательно, 
применение к нему оператора Лапласа даёт р. Второе слагаемое есть 
гармоническая функция, так как 

ПРРГГ , i 
Ao | [| SP ак дуг 2 | | [дозах ау ще. 

2 Q 

(Мы обозначили здесь оператор Лапласа через Ap, чтобы подчеркпуть, 
что производные берутся по аргументам ху, Уу 2%.) Следовательно, 
формула (ХП.6) даёт решение уравнения Пуассона. 

Переходя ко второй части доказательства, полезно преобразовагь 
формулу (ХП.5). Обозначим через у угол, составленный радиус- 
векторами точек (хо, У, 20) и (х, у, 2). 'Гогдз расстояние г, как 
сторона треугольпика, противолежащая углу 1, выразится в виде 

r=V R'-+ R?—2RRy cos 1; 
апалогично г, выразится при этом в виде 

mh = ИР —— 2 cost, 
0 

а функция Грина будет иметь вид 

  

® 

  

    
    

        

    

7 | l 
G = — | ———_ : | 

2 2RR, COS ¥ VR RR, cosy +1 

90] eG], 
On R=) 7 OR R=1 7 

— 1. Ю — Ю соз1 —__ RR, — Ro COS ¥ 

4x | (R?-+ R?—2RR, cosy)” = (R’RG—2RR, co8 x +1)” |p 

1 1— № 
  =—— оз * 

4m (1 —2R, cos 7-+ RG)” 

Для случая уравнения Лапласа Ди==0 и формула (ХП.5) даст 
решение задачи Дирихле в виде 

<) 

г [| 1 №Ю 45  (ХИ.8 W(X Yoo 20) = Ge |. raf (S) dS (XIL8) 
S 

  

(1 — 2R, cos y-++- Ro) 

rye f(S)—3anaHHble значения и(ло, Уз, 20) на нашей сфере. Эта 

формула носит название формулы Пуассона.
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Мы получили в явном виде решение задачи Дирихле для шара 
единичного радиуса. Формула (ХЦ.8) даёт возможность легко полу- 
чить решение и для шара произвольного радиуса Р. Введём гармо- 
ническую функцию 

(22 
U (Ros Yo. Po) = 4 » Yo, %) = 

  

Ro 
'- (>) =-] (5) эп 8 43 49. 

| —2 0 —* cos 7 ++ (= Ko >) | 

Заменяя Р зп} 48 4ф через 4$, окончательно получим: 

[I erie 9 (Хо, Ус, 20) = iP (P* — PR cos y+ Ro)” 
  55 (5) 45. (XIL9) 

Нам надо доказать, что функция 9 (ху, У, 20) принимает на 
границе значения / (5). Формула (ХП.9), как это следует из самого 
способа её получения, справедлива в частном случае, когда f(S)= 1 
и когда решение задачи Дирихле, очевидно, существует (оно 
тождественно равно 1). Таким образом, имеет место равенство 

— Ro =] —- dS = 1. 
4n aR И 
  

Пусть $, — некоторая точка сферы $. Составим разность 

U (Xo Yo» 20) — f(So) = 
1 2 P* — R- . 

= | | Р(Р? ве И (5) —/ (50145. 
$ 

  

— 2PR, cos y+ Ro) 

Мы покажем, что эта разность стремится к нулю, когда точка 
(Хо, Ус, 20) стремится к $%. Это доказательство почти совпадает с тем, 
которое мы уже проводили, рассматривая уравнение теплопровод- 
ности. 

Окружим точку $5, малым шаром радиуса 4, причём выберем 1 
столь малым, чтобы на всех тех точках поверхности, которые попадут 
внутрь этого шара, в силу непрерывности [, имело место неравенство 

115) —Л (Зо) | < в, 

где =— заданное положительное число. Обозначим через в часть по- 
верхности 5, заключённую внутри шара радиуса 4 с центром в 5. 

12 Зак. 1956. С. Л. Соболев,
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Написанная выше разность может быть представлена в виде 

9 (хо, У» 20) —7 ($0) == 

_1| PRR 
"ae | P(P?—9PR, wos 14 Raye US) —F So) 45   

Не [ртов an P(P?— Е. соз 1 -- R2)/ 
  [1($) —7($0)1 4$ == АНА. 

Будучи непрерывной, функция ] ($) ограничена на $, т. е. |/($)| < М, 
где /М — некоторое число. Последнее слагаемое, обозначенное нами 
через /›, оценивается очевидным образом: 

а | [ —® aN a SLE рати 

oJ) 2% 48 < 
Е cos y+ R?)” 

[f(S)—F So) aS |<   

  <ci.t 
Si 

  
oly 2 Ром 2,3 dS ==. 2 an J P(P* —2PR, cos 7 -++- R?)” 2 

[leppoe cnaraemoe J, nonyckaeT ee оценку: 

  1 Ко pcan Lf f ке 
— м | (РЫ— Ro) (P + Ro) 4$ 

an J J P[(P— Ro)? + 2PRo (1 — соз1) 
  

Таким образом, [J;| может быть сколь угодно малым, если точку 
(хо У» 20) взять достаточно близкой к 5%. В самом деле, при этом 
] —с0$] везде вне с будет больше некоторого положительного 
числа. Значит, знаменатель подинтегральной функции ограничен снизу, 
а числитель может быть сделан сколь угодно малым. Следовательно, 

[7:1 < 5. и |9 (хо, У, 20) —7($0) |<, что и требовалось доказать. 

Гармоничность функции 9 (%, У, 2) следует из того, что при 

Ю <Р функция Ц, а значит и a, является гармонической функ- 

цией переменных Xp, Vo, Zo: 
Поставим теперь ещё одну задачу, так называемую внешнюю 

задачу Дирихле для шара; требуется определить ‘функцию и, удо- 
влетворяющую вне шара уравнению Аи ==р, принимающую на сфере 5 
заданные значения и стремящулося к нулю на бесконечности. Рещение 
такой задачи, очевидно, единственно.
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Пусть г, как прежде, обозначает расстояние от точки (x, ¥, 2) 

до точки (ху, Vo. 2), лежащей вне шара, и пусть г, — расстояние 

до сопряжённой точки. 
Тогда гармоническая функция 2 вне шара, принимающая на шаре 

значения 7 ; будет аналогично прежнему иметь вид 
S . 

1 

Кот ° 
Если предположить сначала, что на бесконечности функция и 

| | 
убывает, как Ba где «> 0, первые её производные убывают как 

| 
а вторые — как "рая , то нетрудно получить аналогично 

  

1 
Rati » 
прежнему формулу 

и (хо, У, )=— | | [ Gp axayaz + [22 uds, 
о ° Ss 

где 
1 1 

4nr 4 Rory” 
G = 

В написанной формуле производная функции под знаком интеграла 
взята по внешней нормали по отношению к шару. Она является 
внутренней нормальюо по отношению к области, в которой рассматри- 
вается задача. 

Снова ограничиваясь, прежде всего, случаем, когда и |; = 0, видим, 

что решение уравнения Ди ==р с олнородными условиями имеет вид 

t= — | | f Gp dx dy dz. (XII.10) 
g 

Мы будем иметь, проводя опять замепу переменных: 

  
  —- 

i= 3, | ] __ 1 

ar V B® + R? — 2RR, COS ¥ V R°R?—2RR, cos y-+ 1 , 

== RoI 
s OK Ina (Ro —2Ry cos 4+ 1) 

    

94. 
дн 
  

  

Мы проверим, что формула (ХП.10) даёт решение поставленной 
задачи, если р обращается в нуль тождественно вне некоторой огра- 
ниченной области. Читателю предоставляется анализ общего случая, 

когда, например, | р < г. 

Переходим к доказательству. Как и прежде, формула, выражаю- 
щая значение и (х., Уз, 25), распадается на два слагаемых, из кото- 
рых первое представляет собой решение уравнения Пуассона с усло- 
вием обращения решения в нуль на границе области, а второе является 

412%
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решением уравнения Лапласа, принимающим на границе заданные 
для и значения. Мы проверим справедливость этого утверждения 
только для первого слагаемого, так как для второго слагаемого про- 
верка ничем не отличается от предыдущего случая. 

Но это утверждение очевидно. В самом деле, при достаточно 
большом А, имеем оценки: 

14] < (ХИ.11) 
д 0С 

Fe |5 "|<. Ro’ |: яя | <=. 

Первое из этих неравенств и даёт оценку для и 

М __ тах |6 | М Jal< ff J mated gas an MR, 
Выполнение уравнения Ди ==р доказывается, как прежде; так же 

доказывается и обращение в нуль и на контуре. Из тех же оценок 
(ХП.11) немедленно вытекает ещё одно следствие. 

Если гармоническая вне шара радиуса 1 функция стремится 
к нулю на бесконечности, то можно указать такую постоян- 
ную М, что 

, jou М М М 
[41 < Ri oe | <q 2? 2. 

К Ko 

Отсюда видно, что при Ю,-»со функция и стремится к нулю. 
В самом деле, такая функция должна по теореме единственности 

совпадать с функцией 
0G 

#1 = On a 

8 

которая, как мы видели выше, есть гармоническая функция, равная 

пулю на бесконечности и принимающая на $ те же значения, что 

и д. Значит: 

[41| < < J fl oa [lu lds < max |u|, 4m; 

бы [< | J late Cn) \[lwlas < пах [и [5 Dr pee д. 

Наше утверждение доказано. Легко заменить в теореме, доказан- 
пой нами, единичный шар шаром произвольного радиуса при помощи 

преобразования переменных. Тогда мы получим теорему. 
Теорема 1. Для всякой функции, гармонической в окрестности 

бесконечно далёкой точки и стремящейся к нулю при Ю > со. 
существует такое число М, ито имеют место неравенства (ХПИ.12), 

ди oul < 5 | < (ХН.12) 
        

 



ЛЕКЦИЯ ХИ 

ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ И НЕЙМАНА ДЛЯ ПОЛУПРОСГРАНСТВА 

Мы встретились уже с постановкой двух основных задач теории 
уравнения Лапласа, а именно, с задачами Дирихле и Неймана. 

Напомним, что задача Дирихле для уравнения Лапласа состоит 
в определении функции © в области ®@ с границей 5, удовлетво- 
ряющей уравнению 

Аи =0 (ХШ. 1) 
и граничным условиям | 

и == 11 (5). (ХШ.2) 

Задача Неймана состоит в отыскании решения (ХШ.1), удовлет- 
воряющего условию 

ди 
Эт . =f, (S). (ХШ.3) 

Функции /, (5) и № ($) мы предположим непрерывными. 
Примем за ® область 2`> 0; поверхностыо $ будет служить 

плоскость ХОТ. Докажем, что в такой области решение задачи 
Дирихле, ограниченное всюду, единственно, а решение задачи Ней- 
мана определяется с точностью до произвольной постоянной. 

Для того чтобы решение задачи Неймана также было единствеп- 
пым, достаточно потребовать ещё, например, чтобы и(х, у, =) стре- 
милось к нулю, когда точка (х, у, 2) стремится к бесконечности, 
T. e. [u(x, y, z)| <e, ecan x?-+-y?-+ 22> R(e). 

Пусть, например, задача Дирихле имеет какие-нибудь два реше- 
ния и и Uy. При этом разность 9 = и, — и будет гармонической 
функцией, обращающейся в нуль при = ==0. Определим ® для отри- 
цательных значений г нечётным образом: 

9(х, у, 2) = — т(х, у, —2). 

Докажем, что эта функция будет теперь гармонической во всём 
пространстве, включая и плоскость г =0. 

Построим сферу с произвольного радиуса с центром на плоскости 
#=0 и определим функцию 9, гармоническую внутри шара,
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ограниченного этой сферой, принимающую на поверхности сферы 
значения 

v=. (XII. 4) 

Легко видеть, что 9, будет равна нулю при 2 ==0. В самом деле, 
функция 

I 
Wy (x, У, 2) = 5 [91 (х, У, Z)+ % (x, У, —2)] 

будет гармонической и принимает на сфере с значения нуль; следо- 
вательно, %.(х; у, 0) =0. Но 

W(X, ¥, 0)=ч, (х, у, 0). 

Плоскость 2 = 0 рассечёт наш шар на два полушара. Функция 9; 
па границе каждого из них совпадает с 9; на поверхности в это 
следует из (ХШ.4), а на части плоскости 2 =0 обе эти функции 
равны нулю. Следовательно, 9==9, и, значит, функция 9 имеет все 
производные всюду внутри шара с и гармонична в нём. Так как 
положение центра шара с произвольно, то © будет гармонической во 
всём пространстве. 

Поскольку по условию VY ограничена во всём пространстве, то 
в силу теоремы Лиувилля (лекция ХГ) она тождественно равна неко- 
торой постоянной. Эта постоянная может быть только нулём, так 
как © ==0 при 2==0. 

Докажем единственность решения второй из рассматриваемых 
задач. 

Пусть и; и и›—два решения задачи Неймана для полупростран- 
ства. Тогда функция 9 = и, — и. удовлетворяет условиям: 

1) 49=0 при => 0, 

ov 
2) Oz = 0. 

# \ge20 

Кроме того, функция х ограничена во всём верхнем полупростран- 
стве ввиду ограниченности 41 и и. 

Определим для отрицательных 2.функцию © с помощью формулы 

U(x, У, 2) = (x, у, —2). 

Докажем, что определённая таким образом функция UY будет гар- 
монической всюду, включая плоскость & = 0. 

Рассмотрим производную 

Ov 
9; == (х, У, г). 

Это будет функция, гармоническая в верхнем и в нижнем полупро- 
странстве, удовлетворяющая условиям: 

%(х, у, 2) = —щ(х, у, —?), щ(х, у, 0)==0,
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и, следовательно, как мы только что доказали, гармоническая во 
всём пространстве. 

При этом функция 

2-4-1 

®(х, у, г) = | LEW J 2) dz==U(x, y, Z-4-1)-~u(, y, 2) 
5 

также будет гармонической во всём пространстве. Это легко про- 
верить непосредственным дифференцированием. 

Отсюда следует, что функция 9 (х, у, 2) — также гармоническая 
во всём пространстве. В самом деле, она могла бы не быть гармо- 
нической только на плоскости 2 =0. Но 

9 (х, у, =) =9(х, у, 2" — в (х, у, 2). (ХШ.5) 

Правая часть (ХШ.5) гармонична на этой плоскости, следова- 
тельно, гармонична и левая. 

Ввиду ограниченности ® во всём пространстве но теореме Лиу- 
вилля имеем: 

© == СОП$Ё. 

Следовательно, решение задачи Неймана единственно с точно- 
‘стью до постоянного слагаемого, что и требовалось доказать. 

Переходим к явному решению задач Дирихле и Неймана. 
Предположим, что рассматриваемая нами гармоническая функция 

удовлетворяет условиям: 

ди p 

Ц —; |— 
| | < pe Ox 

ди 

Oz 
‚в re 

< рее, < ра, 

  

| Y 
dy| ~ Rite’ 

      

  

roe R=YV x?-+ y?-+ 22, «> 0, а в — постоянная. 
После того как явное решение задач будет нами получено, надоб- 

ность в этом предположении отпадёт. 

Применим к функции и формулу Грина ([Х.4), выбрав за объём ® 
полушар с центром в начале координат 

R<A, z>0. 

Tax kak Au=0, TO 

, 91. 
1 r 1 ди 

4 (Xo» Vo» anf [zs 2 as, 
Ss 

‘ 

где 
  

r= VX) FO oP + 20)
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Поверхность $ состоит из куска $, плоскости 2=0 и из по- 
верхности $. полусферы А == А. Устремляя А к бесконечности, видим, 
что 

a 

lim [1 — 12) dS ==0. 

В самом деле, 

, at 
4npA 

Jes га |< <а- мВ <и—рум, 

2 

“Ге ди ‚. 

|8 < AR =r) 
5. 

Ry = V x8 yet 23. 

С
 

ou Arps 

7 Ry) a*     

  

где 
  

Поэтому 

ro Oi 
и (Хо, Уф 20) = jin el Jer wr 1 ) as == 

Г [4 = < ae as, (XUI.6) 

Рассмотрим вместе с (ху У, 25) ещё точку (ху У, — 20) и пусть 

ry=V (x —x,)?-+ (y— y,)? + (2 + 2,)?. B верхней полуплоскости 
1 
— —Гармоническая функция, так же, как и и. Поэтому 
ry 

1 1 
J | (Lau — wat) ax ay de = 

и, следовательно, 

  

1 
д— 

ГИС. ny ] 1. 2H) as == 0, 

. дп ry On 
Sit 8S, 

Перехоля к пределу, когда А стремится к бесконечности, и пользуясь 
теми же оценками, что и при выводе формулы (ХШ.6), получим; 

1 д— 
71 1 ди 

[f(s 1 2 )as 0,
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Заметим теперь, что на плоскости .2==0 имеют место равенства 
1 1 

9 0— 
ror u === (раднус-векторы г, и г симметричны относи- 

тельно плоскости 2 = 0), on 

L ди ` 
(+ a+ = a) as 0. (XUL7; 

= =0 

Складывая (ХШ.Т) и (ХШ.6), получаем: 
1 

iff ? а 
и (Xo, Yo» a= x | fa 574 = | [ло 5, $. (ХШ.8) 

8 = 5==0 

Вычитая (Х1.7) из (ХШ.6), будем иметь: 

и (хо, Ус, 9 =—=. | а | |; — /. (5) 45. (ХШ.9) 
2==0 2:= 

Проверим теперь, что формулы (ХШ.8) и (ХШ.9) действительно 
дают решение задач Дирихле и Неймана. 

Мы будем предполагать, что }, ($) =), (х, у) и №. ($) = Да (х, у— 
пепрерывные функции, удовлетворяющие “spanenemeae 

AG WI< mM, lA DI< aa (ХШ.10) 

где р== У ^?-|- у?, «> 0, а М— постоянная. Без ограничения общ- 
ности можно считать а < 1. 

Убедимся сначала, что интегралы, стоящие в правых частях этих 
равенств, действительно удовлетворяют уравнению Лапласа; это выте- 
кает из того, что везде при 2, > 0 их можно дифференцировать по 
Xo Ус 20 ПОД знаком интеграла. Так, например: 

1 

dy | | Л (5) = | [л69) 2. [&(1)|@9= 0: 
2=0 8=0 

так же точно доказываем, что правая часть (ХШ.9) удовлетворяет 
уравнению. Оценим поведение правой части (ХШ.8) и (ХШ.9) при 

2 2 20 в Ура 00, 
Начнём с оценки интеграла (ХШ.8). Покажем, что этот интеграл 

является ограниченным. В самом деле, имеем: 

+co --0co - -+-co --co 

J sz ga fi ley)dxd __| | #0 F, (x,y) хау, 
eu lQ —— OO 
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(Сходимосгь интеграла в правой части при условии (ХШ.10) очевидна. 
Имеем, далее: 

  

со ++ со со со 

z 2 
|- { ah, y)dx dy| <M || og OX dy = 

=— СО — СО —с —© 

+00 -+00 1 

°F 
= = dx dy 

—0o —co 

Но последний интеграл равен телесному углу, под которым пло- 
скость 2 —=0 видна из точки (Хо, Уз, 20) и, следовательно, равен 2к/М. 

Таким образом получаем оценку 

  

-+-co со 

9. 
== Л (х, у) ахау| < =М. 

—~0CO —co 

Следовательно, интеграл (ХШ.8) представляет собой ограниченную 
гармоническую функцию переменных ху, У, 2%. 

Переходя к оценке функции и (х, Ус, 25), определяемой фор- 
мулой (ХШ.9), докажем сначала следующую лемму. 

Лемма. Если О <%8< 1, то npn неравенство 

х?— 29х-1> 5 (x—1)% 

В самом деле, 

20x< 2x при х20, 20x<0 при. x <0. 

Следовательно, 

20x <x-+]| x] 
и 

x2 — 20x + 1 > x?—x+1—|x|}. 
2 

Ho |x|< 5 7 5 : (то следует из неравенства [26| < c+ 5 и, 

значит, 
2 

x?—20x--1>5—x +o y(x—lp 

Для того чтобы оценить интеграл (ХШ.9) B TouKe x)=—Ap), 

У, = 0, 2, (оценка в этой точке благодаря симметрии даст всё, 
что нужно), мы положим: 

2 2__ x у Po 
V po-+ z= Ro, Ro в=% в=
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При этом 

о 1.52 
|| | т/д 4х | < 

iets 1 М 
< Е a AN LY “Ss = = 

Ve—lntytate V+ 
с -+-0o 

1E LN. 
2 | [у=я 26 -|- 1-12 Уе-+ in i aed 

Благодаря лемме имеем: 

1 < 1 __ V2 

VE—B+ IP fee VEE 
2 2 

      

откуда 
+ со с 

РРР ло да < 

    
МиГ 1 1 
<a | | dé dy. <> Re УЕ V e+ te т] 

Последний интеграл абсолютно сходится около всех трёх осо- 
бенностей: 1) Ё=1, ч==0; 2) &=0, ч=0и3) Ё=00, ч==с 
Обозначая его через AN, имеем: 

со с 

|] |; —f, (x, у) ахау| < <a . 

Следовательно, функция и (%, Ус, 20} обращается в нуль на бес- 
конечности, что и требовалось доказать. 

Для того чтобы убедиться в том, что мы получили решения за- 
дач Дирихле и Неймана, нам остаётся проверить, что условия при 
г = 0 также выполнены. Для этого достаточно установить, что 

-+-co +00 

1 ; . lim 5 | | BheGy) dx dy=fi%,%) = 1, 2), 
Zy->0 

ибо так выражаются и предельное значение решения задачи Дирихле 
и предельные значения нормальной производной решения задачи 

Неймана,
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Окружим TOUKY (Xp, Yo) кружком с так, что внутри с 

= 

[7 (%, У) — № (м, У)| < = 

оставшуюся после выделения с часть плоскости х, у обозначим с”. 
Так как функции Д, (х, у) ограничены, то пусть 

| (х, У)1< Г. 

Возьмём 2, настолько малым, чтобы телесный угол ®,, под кото- 
рым виден круг с из точки (%, Ус, 20), был бы больше, чем 

Е 

9 — — 
ЗЕ ? 

Е 

а следовательно, угол, под которым видно с’, меньше, чем ay 

(сумма этих yruioB ecTb 2). Torna 
-- со sFoo -Н со -- оо 

|. “Of, (x, paca | | 22 5 —— fi, (4, y) dx dy = 

-+-co -+-+-0co 

=| [{ fh, y)do= 
—oo —oo 

= f [Feo yo) do-+ f fit (х, у) — Л (хе, Уо)1 do +f ff (x, y) do; 

Е 

3} 

  

[2 (Xo Yo) —ff Te (Xo, Yo) am |< (Xos Yo) Os +) - 

[Jule ee soiea] <f fetosgs 

УЕ (x,y) de < [| do < 5), 

-f- со + со 

Глок же 
—с —©< 

si
 

откуда 

что и требовалось доказать. 

Ere ee rere cere



ЛЕКЦИЯ ХУ. 

ВОЛНОВОЕ УРАВНЕНИЕ И ЗАПАЗДЫВАЮЩИЕ ПОТЕНЦИАЛЫ. 

$ 1. Характеристики волнового уравнения. 

Рассмотрим волновое уравнение с четырьмя переменными 

д?и О?и ди 1 02и je tortie ae == F(x, y, 2, 2) (XIV.1) 

и займёмся прежде всего его характеристиками. 
Уравнение поверхностей характеристик будет иметь вид 

GY +BY +(Bl Aamo ана 
ИЛИ | 

QMS Rk ave 
Рассмотрим в четырёхмерном пространстве переменных (х, у, г, #) 

поверхность, определяемую уравнением 

(х— хе -Е (у — УЕ (2 — 20) — а? (1—4) =0. (ХУ.3) 

Поверхность (ХЛ\.6) называется характеристическим коноидом. Легко 
проверить непосредственно, что она удовлетворяет уравнению (ХГ/.2”). 
Точка (хо, Ус, 2, &) является особой для этой поверхности. В этой 
точке поверхность не имеет касательной плоскости, так как в ней 
отношение соз (их): со$ (пу) : соз (иг) : соз (иё) становится неопреде- 
лённым. По аналогии с поверхностями в трёхмерном пространстве 
‘эту точку называют конической. 

Для случая уравнения колебаний мембраны уравнение такой харак- 
теристической поверхности имеет вид 

(X — Xo)? (у— У) — a? (ft — 2)? = 0. 

Это есть уравнение конуса с вершиной в точке (ху, У, 2.) в трёх“ 
мерном пространстве х, у, Ё.
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Представим уравнение (ХГУ.3) в виде 

==, (XIV.4) 

где 
  

r= V (x — X9)?-+ (y — yo)? + (2 — 2)?. 

В зависимости OT выбора знака в (XIV.4), мы получим уравнение 
верхней или нижней половин коноида. Мы используем нижнюю поло- 
вину, т. е. часть, определённую уравнением: 

г 

t= ty-- 

$ 2. Метод `Кирхгофа для решения задачи Коши. 

Идея метода Кирхгофа решения задачи Коши для волнового урав- 
нения такова же, как и идея приведённого выше решения первой 
краевой задачи для гиперболических уравнений (\У, 5 1) по методу 
последовательных приближений. Строится характеристический коноид 
с вершиной в данной точке (хо, Уз, 2). Как было выяснено в лекции Ш, 
значения функции ий и её производных на этом коноиде связаны неко- 
торым уравнением в частных производных, зависящим уже от трёх 
переменных и вытекающим из (Х!ПУ.2) в силу волнового уравнения. 
После подробного рассмотрения оказывается, что это обстоятельство 
позволяет просто выразить значение неизвестной функции в вершине 
коноида через известные данные, подобно тому как в лекции У зна- 

ди . 
чение функции on в некоторой точке на характеристике == const. 

было нами выражено через значение её в любой другой точке той же 

характеристики при помощи квадратуры. 
Приступим к изучению метода. Для того чтобы получить искомое 

соотношение на характеристическом коноиле, мы поступим таким же 
образом, как это было сделано в лекции ЦТ, $ 4. Преобразуем урав- 
нение (ХГУ.Т) к новым независимым переменным: 

1 =, У! =, 2 = 

г 
ty == t—ft-- a’ 

Обозначим ещё 

r 
и (x, У» 2 &-|- fp — =) =a, (41, Vy, 2 Ц) 

И аналогично для других функций.
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При этом 

ди _ ди Ou, xy — x. 
= Fr, + a, “a , 

a _ Oly 

“Of Ot; ? 

ди _ ди 
Ре att’ 

д?и _ ди и 2 Oy м — Xn и ay (Xy—%0)?_» [1 (1—0? \ ди ) 
ax? Ox? 0x,0t, ra ot; ra” + (5. ra д Ot, 

и наше уравнение переходит в уравнение 

дит aot 071; 2. —— 9? 2 xr (oc ) -|- 2 Ct 

21 a or Ox} dy; д ra Oty 

+ [2% +=) + ==) —=| a — А: (х, У1, 24, В), 
га га га a 

  

д 
где через 5; обозначено выражение 

мм 0 р м0 рад д 
r 7 oy г да“ 

д 
Оператор ЗЕ обозначает производную, взятую по направлению радиуса г, 

проведённого из точки (%, У, 20) в данную точку (х!, У., 21). 
м—х z 

B camom ene, ———* == cos(xr), J — 2 == cos(yr), a — с0$ (2^). 

Так как (2) +" и + (254) о то наше 
ar a 

уравнение запишется в виде. 

ди 
Au, += =r 2 =F (%1, Vin 2, 4), 

  

ИЛИ 

ди 1 
Аи 45 ar |" l= Py (Xi Mi 215 8). (XIV.5) 

®Mopmyna (XIV.5) позволяет сразу построить некоторое част- 
ное решение волнового уравнения, имеющее важное значение. 

Ф 
Пусть Ё, == 0. При этом функция и, =) 

дважды дифференцируемая функция, лаёт нам решение уравне- 

‚ где Ф, — произвольная, 

  

1) Очевидно, при нашей замене г: =г и далее всюду мы пищем Г»
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ния (Х1У.5) в силу того, что al ne @’ (¢,) оба слагаемых левой 
1 

части (ХУ.5) обращаются в нуль. Подставляя вместо # его выраже- 

ние через х, у, ги &, получим: и == =-$ (t—4-+- <). В данном слу- 

чае параметр ly является т несущественным, и мы можем взять решение 

в виде 

1ф 
и =—_Ф i(¢ -Е г). 

Легко проверить, что 

и = 6 (#7) 

будет также решением волнового уравнения, так как волновое урав- 
г 

нение не меняется при замене { на —{ Положив Ф. (—t-+ =) = 
r | 

=,(t—), получим, складывая оба частных решения: 

и=т [$ (t+ =) -+-@_(¢—£)|. (XIV.6) 

Формула (ХГУ.6) по своему внешнему виду напоминает формулу 
Даламбера для решения уравнения колебаний струны. Решения, давае- 
мые этой функцией, носят название сферических волн. Первое сла- 
гаемое представляет собой волну постоянной формы, сходящуюся 
к точке г =0. По мере приближения этой волны к своему центру 
амплитуда её растёт. 

Второе слагаемое представляет собой волну постоянной формы, 
распространяющуюся от точки г==0 на бесконечность. Эта волна 
также отличается от рассмотренных волн в струне тем, что её ампли- 

туда убывает на бесконечности, как —. 

Если Ф, и Ф. отличны от нуля лишь на конечном промежутке 
изменения своего аргумента, то в каждой точке пространства до 
вступления сферических волн и после их прохождения функция и 
становится равной нулю, т. е. воцаряется покой. 

Как мы далее увидим, роль этих решений для волнового урав- 
1 

нения сходна с той ролью, которую играет функция - для урав- 

нения Лапласа. 
Проинтегрируем обе части уравнения (XIV.5) по некоторой 

области @ пространства х., у1, 21, содержащей внутри себя точку 
(хо, Уз» 20). Границу области ® обозначим 5. Для удобства выделим 
из этой области точку (%,У,2) при помощи малой сферы с 
радиуса в, а впоследствии перейдём к пределу при е-—>0. Шаровой 
объём, ограниченный сферой в, обозначим буквой т,
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Мы получим: 

" 1 2 90/1 ди: 
Him РИ А Ot Fe) | 4х, була, = 

1 
— fl = Fy (Xp Yu 2) 4) 4х, 4у, 42. (XIV.7) 

а 

Прежде чем переходить к пределу в левой части, мы несколько 
преобразуем её. 

На основании формулы Грина ([Х.4) имеем: 

lim JJ J+ Au, dx, dy, dz; = [ | ft Au, dx, dy,dz,= 
s>0 

ot I Ou, = — Amity (Xp Yor Bo» —h) ++ J f (ut )as;  xv.s) 

так как & при Хх! = Xo, Vy = Vo, 21 = 2% равняется #— &. 
Далее, вводя полярные координаты: 

ах, ду! 421 == г? зт $ 4$ аф а, 

будем иметь: 

w= | lJ ae mls sit 
met ot) sin 9 d dp dr = 

2 ff, Fi, b— sign cos (r, пут 8 аа => {2 do, НИ кит 1 

где через « обозначен телесный угол [см. (Х.8)]. Продолжая пре 
образования, получим: 

| ax, dy, dz, = 

  

вы 4s _2 | | 1 or ди 
=i te Oh д 4$ = a), ran of, 2 

S--a 

1 or ди ди . 
Предел т + On oh; 4$, очевидно, равен нулю, если Of, ограни. 

в 

or 
чено. В самом деле, эл ограничено, и интеграл меньше, чем 

“ | | as=4nem, 

13 Зак. 1956. С, Л. Соболев,
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гле // — некоторая постоянная; следовательно, 

Би. == — 2. | [1 Lor Ors ag, (XIV.9) 
a с. в.>0 ron Ot 

Формулы (ХГУ.7), (XIV.8) и И дают: 

—~ 4nlty (Xo, Yor 29, £— bh) ++ | 1 uy 7 —- и о 5) 45 = 

= ГГ | Е. (хь Ув 21, ty) dx, dy, dz). 
2 

Положим tTenepp ¢,—=0, тогда = — =; если, кроме того, 

Х1 === Хо, У == У, 2: = 2, ТО =4; ПОЭТОМУ 

и: (Хо, У» 20, 0) == И (№, Уз» 2, 8), 
/ r 

Py (Xt, Vis 245 0) = F(x, у, 2, и—") 

и наша формула запишется так: - 

1 Ou, 2 Or Oy . 
(Ху, Yo» 20 (5) — д = | [м FC ron raon we) |, <a — 

] [1 r 
-а | | ГР к-р. ом 

› ~
 

Е 

Формула (ХГ/.10) называется формулой Кирхгофа; как мы сейчас 
увидим, она позволяет найти решение задачи Коши для волнового 
уравнения. 

Эта формула весьма напоминает по своему внешнему виду фор- 
ди ди 

мулу Грина, выведенную нами ранее. Если считать #1, 9; an? a т 1 задан- 

ными на поверхности $, то правая часть (ХГУ.10) будет представлять 

собой известную функцию. В правой части этой формулы находятся 
интегралы, которые принято называть запаздывающими потенциалами. 
Поясним это название на примере последнего интеграла 

r 
1 ] r 
1 | | ~F(s, у, 2, fo — =) ax dy dz. (XIV.11) 

о
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В таком виде этот интеграл отличается от ныотонова потенциала 
только тем, что функция Р входит не с аргументом К, а с «запазды- 

r 
вающим» аргументом Ю—-. 

Переходим к решению задачи Коши, т. е. к решению уравне- 
ния (ХГУ.Г) при условиях: 

#0 == Фо(х, У, 2), 
ди 
92 |! ==, (х, у, г). | 

(ХГУ. 12) 

  

„- 
За поверхность $ примем поверхность fy —— = 0; тогда Ha ней 

1—0 при 4 ==0. 
Область, ограниченная $, есть шар радиуса ак вокруг точки х,, 

У 20 И, следовательно, к ней применима формула (ХПУ.10). При 
1—0 условия (ХГ\/.12) определяют все производные первого порядка 
@1 и и, следовательно, от ц,. Мы будем иметь: 

ди me | 

  

  

8 [ео Oh tno 1, 2); 
ди ди 
7 = ae, cos (1x) +55 =. COS (ny) +o "COS (nz) = 

On 1 Ou or bu [Г ou or 
= (5, — th rr) cos (x) (5, —7 ду) со (пу) {- 

ди 1 Ou Or ди | да Or 

(as a af a) 08 (2) = 5 — прок 
и, следовательно, 

ди 0$ 
ео 1 (х, У, 2)‘ On | =0 On a ia? 

и окончательно 

° 1) °F 1 dg 1 or 
4 (Xo Yor 201 6) =a | | (Soar той ar an 1) 45 — 

~2 | | | LF (x, yy % f&—4) dx dy dz. (XIV.13) 
r<aty 

Формула (ХГУ.13) даёт явное выражение для значения неизвестной 
функции в любой точке (ху, Уз, 20) в произвольный момент времени 

(д > 0. Тем самым доказывается единственность решения задачи Коши 
для волнового уравнения, если только такое решение существует. 
Мы покажем, далее, что полученная нами функция удовлетворяет 
уравнению и начальным условиям, а также проверим корректность 
постановки задачи Коши. 

13%
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Формуле (ХГУ.13) для случая Р ==0 можно дать ещё одно выра- 
жение, которое называется формулой Пуассона и часто встречается 
в литературе. | 

Обозначим через 7, {$} среднее арифметическое значений функции ф 
на сфере радиуса р, описанной вокруг точки (х, Vo, Zo)? 

2 к 

Т, = | [бе 3, 9) sin 3 dd de 
оо 

где р, 9, ф суть полярные координаты с началом в точке (ху, Уд, Zo); 
связанные с декартовыми прямоугольными координатами посредством 

формул 
х = Х-- р 311 3 с0$ 9; 

У — Уо-Е рп 8 т 9; 
2 = 2 --0с0$ 9; 

О<ф< 2; 
О0<$3<л. 

Пользуясь этим обозначением, можно переписать формулу (ХПУ.13) 
в следующем виде 

9 
и (Хо, Уд» 20» 0) = & Гав {$1} -|- де [5 Таь, {Фо}. 

Проверим это. В самом деле, на поверхности р ==а6 мы имеем: ^ 

dS = at? sin§ di de, 

и, следовательно, 

12|) = Hod =f | Jo (p, 3, ¢) sin Odd dg, 

p=at, и 9 

Далее, ° 

at 
909% р 1 т. 
an ap’ On д at?’ 

откуда после несложных выкладок получим: . 

1 
> + д — 

] 19 

Th [ее -т 5) as =Z] | eosin ® a dp 4 
o=al, p= At, 

Нее | | qosin ddd de, 
0 e 

p= aty 
что и требовалось доказать.
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Отметим некоторые важные следствия из формулы (Х!У.13). 
Представим себе, что внешних возмущающих сил нет, т, е. Р ==0, 

а начальное возмущение при #=0 сосредоточено в некоторой огра- 
ниченной области ®. Будем исследовать поведение решения в неко- 
торой точке (ху, У, 25), лежащей вне области ®. Пусть расстояние 

от области ® до точки (%, Уз, 2) равно 8. При by <— сфера 5$, 

уравнение которой г=ай, будет лежать вся вне ®, и поэтому 
результат подстановки такого значения &% в правую часть (ХГУ.13) 

. 5 .. 
даёт нуль. При и =- функция и начнёт изменяться до тех пор, 

р 
пока $ пересекает область ®. Затем при 0 ==-— , где О —— наиболь- 

шее удаление точки области ®« от точки (ху, Ус, 2), и станет опять 
равным нулю и таким и останется. Чем дальше точка (ху, Уу,- 2) от 
области w, тем позднее дойдёт туда возмущение и тем позднее оно 
пройдёт мимо этой точки. В каждый данный момент & мы можем 
построить поверхность $5,, отделяющую точки, до которых возму- 
щение ещё не дошло, от тех, куда это возмущение уже докатилось. 
Эту поверхность назы- 
вают передним фрои- 
том волны. 

Другая поверх- 
ность, So, отделяет 
точки, в которых воз- 
мущение ещё имеется, 
от тех, в которых ко- 
лебание прекратилось. 
Эта поверхность назы- 
вается задним фронтом 
волны. 

Наличием заднего 
фронта волны объяс- 
няется тот факт, что 

звук, издаваемый ка- 
ким-либо источником, 
не затухает постепенно 
в данной точке про- Черт, 12. 
странства, а прекра- 
щается сразу после прохождения волны. Если бы это обстоятельство 
не имело места, звуки сливались бы друг с другом, как звуки рояля, 
на котором нажата и не отпущена педаль. 

На черт. 12 изображены передний и задний фронты волны, воз- 
никшей из возмущения в ограниченной области w. 

Переходим к доказательству корректности постановки задачи 
Коши. | 
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Если вместо функций Фу и $, мы подставим в формулу (XIV.13) 

другие Фо и 1, такие, что 

  

  

  

  
2% 0% | 2 оно 0% `0% 

% — $0 | <, Oe Oe » | ay Oy <е, |5 ae |e 

x . 

[$1 — Fi] <e, 

то решение и* задачи Коши, как это вытекает из формулы (ХГУ. 13), 
для новых начальных данных будет мало отличаться от решения для 
старых, ибо 

шеи = 
at 

9% Oy I or . « | 

Ге %0) or on C2 (ee) та, (¢i—9,) |as <Me, 
r= Aly 

I 
ane 

— 
— 

  

где // — некоторая постоянная, зависящая только от fp. 
Следовательно, решение и зависит от функции Фу непрерывно до 

порядка (1, 0) и от функции ф, непрерывно до порядка (0, 0) 
в смысле лекции ИП. 

Докажем теперь, что полученное нами решение действительно 
удовлетворяет уравнению. 

Прежде всего заметим, что доказательство достаточно провести 
для того случая, когда Фу и $: тождественно равны нулю, так как 
мы сможем тогда установить существование решения для любых 
дважды непрерывно дифференцируемых функций $ и $;. В самом 
деле, если мы докажем, что решение при нулевых начальных усло- 
виях существует, то мы установим тем самым существование решс- 
ния у уравнения . 

1 02% 1 0% 
мой Г Тя би 

при условиях 

w| =F == 0) 

где о — произвольная функция. 
Если 9 удовлетворяет условиям 

—_ с 
Vv == © => = 
lec rQ9 ot t=0 74) 

а такие функции, очевидно, существуют, например v= %,~-1 fy,, TO 
отсюда следует существование функции & =®-- 9, удовлетворяющей 
условиям Коши и волновому уравнению (ХУ. 1) Если же решение 
этой последней задачи существует, то оно обязано выражаться 
формулой (XIV, 13).
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Полагая в формуле (ХЛУ.13) =, ==0, получим: 

и (Xo; J» 20, to) = 

1 {ff 1 r 
= | | {iF (x у, 2, lo ) dx dy de. (XIV.14) 

г<аь 

Покажем, что функция и (ху, Yo, 2, К), даваемая формулой (ХУ. 14), 
действительно удовлетворяет уравнению. Непосредственная проверка 
этого обстоятельства потребовала бы громоздких выкладок, и мы 

предпочтём избрать другой путь. 
Мы докажем одно важное интегральное тождество, равносильное 

в некотором смысле волновому уравнению для функции и, определяе- 
мой формулой (ХТУ.10). 

Рассмотрим произвольную функцию Ф(ж, Уз, 2, &), обращаю- 
щуюся в нуль везде, кроме некоторого шара с в четырёхмерном 
пространстве с центром в точке (ху, уу, 2, &) и имеющую везде 
несколько непрерывных производных. 

Эта фуикция удовлетворяет некоторому уравнению: 

6—1 9% _ 6, (У. 15) 

где Ф вычисляется непосредственным дифференцированием. 
Согласно нашему предположению 

о. | xo 
9 f=T “Of lt=T 

при достаточно большом Т. При этом функция Ф, как решение за- 
дачи Коши для уравнения (ХТУ. 15), представляется для Ё< Т фор- 
мулой 

ф (Xo) Yo с; ty) —= 

1 1 o ( r === —O(x, y, 2 fyb =) dxdydz.  (XIV.16) 
r<a(T'— tp) 

(Этой формулы мы не выводили, но она сразу получается, если за- 
менить сначала в уравнении { на Т— и, преобразовав данные, 
написать решение уравнения, а потом вернуться от переменного ¢* 
к переменному &,) 

В формуле (ХГУ. 16) мы могли бы и не ставить пределов инте- 

грирования, так как при га (Т—&) функция Ф (х, у, 2, Б- =), 

; r 
очевидно, обращается в нуль, ибо b+ Te Г.
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Пусть Р (хо, Ус, 2, )==0 при &<0. 
Умножим функцию $(%ж, Уз, 2, &) на Е (№, У 2, Ц) и про- 

интегрируем по всему пространству. Мы будем иметь: 

“оо --со со со 

] J J J Y (Xo, Yor 201 49) F (Xo, Vor 20 ) 4X Aq dz dh = 

--co -+- co ++ 00 +00 

Тех 
—© —©< —с —< 

со со {со | 

x { | | [ 4o(« », 2, fot 5) dx dy de\ dxy dys dey dy 

Последний интеграл можно записать в виде 

оо со --о0 +-00 -++-60 -++ 00 -+-00 

“ed I SSS fre@ns tax 
X F (Xo. Vor Zo» 4) dx dy dz dXo Ayo dZy Aly» 

В самом деле, подинтегральная функция отлична от нуля в ограни- 
г 

ченной области своих независимых переменных. Если — или & доста- 
г 

точно велико, то & -|--- также будет большим, так как fy > 0. Same- 
r 

ним MepeMeHHEe, nmonarad f)--— = 4, 

Тогда справедлива формула: 

со +00 + +00 

] J J fe (хо, Ус» 20 to) Е (Хо, Ус» 20; to) AX BY 42 Ч Ц) == 

—с0 —с0 —с0 —с0 

-- со со со -- со 

--£] J] femssox 
неее о 

x{ | | | =F (x, Yor Zo t— =) dra dyy dey) dx dy dz dt. r 

—CO —CO —a 

В самом деле, внутренний интеграл имеет смысл, ибо подинтеграль- 
ная функция при фиксированных Хх, у, 2, { отлична от нуля лишь
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в ограниченной области. Отсюда 

= со -- со -- со -- со 

ГГЛ Ге» >=, t) F(x, y, 2, 8) 4х дуаг Ё == 

со со {со оо 
= | | | |) ша, z, thdxdydzdt, (XIV.17) 

~— OO OO — CO — © 

где 
= со -Н со со 

1 1 
и (х, У; 2, #) == —= | | | =F (%o У» 20 — г) хо вуз ал. 

Тождество (Х!У.17) и есть то основное интегральное тождество, 
которому удовлетворяет функция и. Мы покажем, что если и имеет 
непрерывные производные 2-го порядка, то она удовлетворяет урав- 
нению (ХГУ/.1). В самом деле, оператор 

1 02 
BF A 

как нетрудно видеть, является самосопряжённым [см. § 2 (V)]. 
Поэтому интеграл 

| 1 02%` 1 02и т) — — — Пе = at )— (Аи — a war) | dx dy de at 

_ ff OP, , OPy , OP; oP 

преобразуется в интеграл, взятый на поверхности $, ограничивающей 
объём © [cm. (V.15)]. 

Если взять объём © достаточно большим, так чтобы из поверх- 
ности © функция Фи все её первые производные равнялись нулю, 
то правая часть последнего равенства обратится в нуль, и мы 
получим: 

Lif Jes о) 4х dy dz dt = 

3 

] ] ] ] + (Ам — в Sa) andy de dt, 
Q 

отсюда на основании (Х/У .17) 

Г] [| ф (х, у, 2, i) | Au — Se —F| dx dy dedt =0. 
о 
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Последний интеграл обращается в нуль при любых Ф, откуда 

1 Ot 

az ofa ~ 
Au— | 

Тем самым доказано, что функция и удовлетворяет уравнению. 
+ и 

Нам остаётся доказать, что и=0, = =0 при %==0. Обраще- 
0 

ние в нуль и есть непосредственное следствие формулы (ХУ.14). 
ди 

Для того чтобы доказать, что эр =0 при & =0, заменим перемен- 
0 

ные в интеграле, стоящем в правой части (МУ .14), полагая 

X= Xy- ah’, Y= Vo ain, z= 2+ aif; 
тогда e 

  

r= V (x—X9)?-+ (y —Io)? + (2 — 2p)? = at, 

где 

p= VP 7+ 
В новых переменных 

и (Хо, Ус» 20» 4) = 

а? 1 — | | | Feet atts sob atin, 20-+ ab, (1 — py] dé dy dl. 
p<1 

  

Правую часть можно дифференцировать под знаком интеграла. После 
того, положив & ==0, имеем: 

и | 
Oto ty=0 ° 

Предполагая ограниченность производных 1-го порядка от Р, обосно- 
вание законности дифференцирования под знаком интеграла см. § 2 
лекции УП. 

Мы намеренно не останавливались здесь на вопросе о том, сколько 
непрерывных производных необходимо иметь в начальных данных 
для того, чтобы наши формулы дали решение задачи, обладающее 
нужным числом непрерывных производных. Как мы увидим далее, 
этот вопрос не имеет существенного значения, если воспользоваться 
понятием об обобщённых решениях волнового уравнения. 

Сделаем ещё одно важное замечание. 
Как мы видели, решение уравнений колебания струны было 

столь же гладким, как и начальные условия, т. е. допускало 
столько же непрерывных производных, сколько их было у функций, 
стоящих в начальных условиях. 

Решение уравнений теплопроводности оказывалось более гладким, 
чем начальные условия.
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Решение волнового уравнения в этом смысле отличается от рас- 
смотренных задач. Оно является, вообще говоря, менее гладким, 
чем начальные условия. Это видно хотя бы из того, что значение 
функции и выражается в формуле Кирхгофа через интеграл от нор- 

мальной производной u 
р On |1=0° 

Значение производной порядка №, удовлетворяющей тому же 
уравнению, связано, таким образом, с начальными значениями произ- 
водных порядка k-+ 1 от начальных данных. 

Мы разобрали в этой лекции только задачу Коши в случае, 
когда начальные данные относятся к поверхности #==0. Однако 
тот же самый метод позволяет строить решение задачи Коши и 
в общем случае, когда начальные данные заданы на гиперповерх- 
ности #=Ф(х, у, 2), а также решение задачи, аналогичной первой 
краевой задаче гиперболических уравнений на плоскости. 

Подробный разбор этих задач мы предоставляем читателю.



ЛЕКЦИЯ ХУ. 

СВОЙСТВА ПОТЕНЦИАЛОВ ПРОСТОГО И ДВОЙНОГО СЛОЯ. 

$ 1. Общие замечания. 

Для того чтобы рассмотреть задачи Дирихле и Неймана кроме 
шара и полупространства ещё и для других областей, мы должны 

будем изучить в отлельности поведение интегралов 

‚= [2 Л ($) 45 и 1 ‚= || 2045, (ху.1) 
5 

которые встречались нам уже неоднократно. Как мы упоминали выше, 
интеграл /› называется потенциалом простого слоя, а функция р ($) — 
его плотностью. Интеграл /; называется потенциалом двойного слоя, 
а /, (5) — его плотностью. Функции (5) и /, ($) будем предполагать 
непрерывными. 

Мы будем называть поверхность $ гладкой в смысле Ляпунова, 
или просто поверхностью Ляпунова, если будут выполнены сле- 
дующие условия: 

а) Поверхность 5 имеет везде касательную плоскость. 
6) Вокруг каждой точки Ру поверхности можно описать такой 

шар радиуса Й, не зависящего от Ру, внутрь которого попадёт лишь 
участок У поверхности $, встречающий прямые, параллельные нор- 
мали пу в точке Ру, не более чем один раз. 

в) Если Р, и Р.— две точки поверхности, а п; и п›— единичные 
векторы, направленные по внешней нормали к поверхности $ в этих 
точках, то вектор п, — п, удовлетворяет неравенству 

|n, —n,| < AP, 

rine Ди 8 — постоянные числа; O<S8< 1, a r o6osHayaeT paccrosHue 
MexKIy TOUKaMM P, UH Ро. 

г) Телесный угол ®„ под которым любая часть в поверхности 5 
видна из произвольной точки Ру, ограничен: 

|<, | < К.
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(Если прямые, выходящие из Р., встречают поверхность $ пеодно- 
кратно, то, взяв за с множество таких кусков $, которые видны 
с положительной стороны, мы можем получить ®, >4п и вообще 
сколь угодно большое число. Поэтому такое ограничение существенно.) 

Мы рассмотрим сначала случай, когда $ — конечная, гладкая 
в смысле Ляпунова, замкнутая поверхность. Пусть ® — область, 
заключённая внутри 5$. 

Займёмся более детальным исследованием характера интегралов, 

входящих в выражение потенциала простого и двойного слоя. 
Исследуем поведение этих интегралов вблизи некоторой точки 

поверхности Р. Для удобства выберем систему координат таким 
образом, чтобы исследуемая точка поверхности Р попала в начало, 
касательная плоскость в этой точке совпала бы с плоскостью ХОТ, 
а ось ОЙ —с направлением внутренней нормали. Пусть локальное 
уравнение поверхности $ будет 

  

2=6(х, у). 
тогда, 

06 (0,0). 05(0,0 

С (0, 0) = о, = = =. 

$ 2. Свойства потенциала двойного слоя. 

Рассмотрим прежде всего потенциал двойного слоя; 
1 

w= | | h (9-7 dS. (ХУ.2) 
Ss 

> 
Выражение 5; Очевидно, представляет собой функцию двух 

переменных точек: точки (ху, Ух 20), занимающей произвольное 
положение в пространстве, и точки (х, у, 2), расположенной на 
поверхности $. Производная берётся по направлению внешней нормали 
к поверхности © в точке (х, у, 2). 

Докажем несколько простых предложений, касающихся этого 
потенциала. 

Лемма 1. Обозначим через х угол, составленный направлением 
нормали в произвольной точке поверхности $, с радиус-векторолм, 
проведённым из этой точки в точку (ху, Vo, Zo). Гогда потенциал 
двойного слоя может быть представлен в виде 

| w= J | fi (Ss) as. (XV.3) 

  

Докажем формулу (ХУ.3). Очевидно, косинусы углов, состав- 
ленных ради,с-вектором, проведённым из точки (х, у, 2) в точку
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Х Ус, 25) С осями координат, будут соответственно равны 

Xy——-X YorYV M2 

r ? rr? r 
  

Следовательно, 

  

созф== = — = cos (nx) = ~ cos (ny)-+- =? “A “cos (пг) = — 

Лемма доказана. 
Лемма 2. Потенциал двойного слоя сохраняет смысл, если 

вместо точки (ху, У 25) подставить точку, лежащую на поверх- 
ности 5. 

Для доказательства этого утверждения мы подставим в фор- 
мулу (ХУ.3) ху = И = 2 = 0. 

Выделим из поверхности $ участок $:, содержащий начало, так 
чтобы 2 на $, была однозначной функцией от х и у. Оставшаяся 
часть Фо пе влияет па сходимость интеграла. 

Интеграл при этом будет иметь вид 

cos . w= | f ASE as— 
Ч 

r fay\f* on, J 2 о 
— | Гл (5) (= со$ (их) -|- a cos (iy) -|- “a COS (г) aS. 

€ К 

Оценим величину 

  

—— t= = cos (ux) +- = соз (пу) -|- = со$ (12). 

Мы имеем 

со$ (пх) == 11, соз (пу) = ni, cos nz = nk, 

гле 1, } К суть едицичные векторы, направлеиные по координатпым 
осям. Далее пу =К, и поэтому 

cos (1X) = ni = (n— ni) i, 

cos (пу) == и} == (п — np) j, 
cos (nz) = nk = (n— ny) k-+ 1) k=1-+-(n— n,) k, 

откула, используя условия гладкости Ляпунова, имеем; 

|с0$ (их) | < Аг, 

| с0$ (пу) | < Ar’, (ХУ. 4) 

{cos (nz) | > 1— Ar’. 

Оцепим ешё величицу г.
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По теореме о конечных приращениях 

9 ГУ lee 

где ($, 7) — некоторая точка, лежащая на отрезке, соединяющем пачало 
координат с точкой (х, у). 

Но, как известно из курса дифференциальной геометрии, 

  

 (х, yas |, 

‚02 __ cos (nx) Oz __ cos (ny) 
9х ~—cos(nz)’ ду cos (nz)’ 

откуда 
02 Аг Г. т 

< тд» |ду |< 1тШ— Ай. 

    

“Ox 

Принимая во внимание, что |х|<, |y|<p, rae р== Ух? -- у?, 

получим для точек внутри шара 47 « 3 Перавенства 

«А; [52 «ЗАМ || «р. (ХУ.5) 
OX 

    

; 1 
Для точек, лежаиких внутри указанного шара Аг? « „справедливо 

неравенство ` 

pars 2p. 

Левая его часть очевидиа, а правая следуег из того, что г = 

== V p?- 122 Wp. Это позволяет упростить неравенства (ХУ .5). 
Имеем 

|= | < ЗА 28118 < 6 Ар1+8, 

Таким же образом из (ХУ.4) получим 

| соз их |< 28Ар? < ЗА, 

{cos ny | < 2468, 

| с0$ иг | > 1—246ё. (XV .6) 

cos 
Полставляя эти оценки в выражение для “7 » получим: 

с0$ ф - - 10A 
< 2Ар-?+8 -|- 2Ар-218 -|- 6 Ap 85 

COS © 

га ‘ 

      

       

  

  

    

  

Отсюда следует интегрируемость /, Следовательно, наш 

интеграл действительно имеет смысл. 
Как мы сейчас установим, 1 есть разрывная функция, которая 

претерпевает разрыв непрерывности при переходе через поверхность S. 
Обозначим через <, величину потенциала двойного слоя, если вместо хо, 
У» 20 в формулу (ХУ.3) подставлена точка поверхности $; < есть 
функция точки поверхности. |
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Теорема 1. Функция имеет пределы при стремлении 
(Xo, Yo. 29) К поверхности $ извне и изнутри, причём эти пределы 
различны. Если предел значений извне обозначить через %, 
а предел значений чи изнутри — через в, то имеют место 
формулы: 

W, == — Inf, (S)-+w 

W, = Qf, (S) ++ W. 

Для доказательства формул (ХУ.Т) рассмотрим w. Mu 6ynem 
иметь: 

д д 

w(P) = J | и@)—л а = 45 -- Jr и 

о-в, — 0.9 
где через Ру обозначена какая-нибудь фиксированная точка поверх- 
ности 5. Первое слагаемое в формуле (ХУ. 8), обозначенное через <, (Р), 
есть непрерывная функция в точке Ру. Это следует из равномерной 
сходимости интеграла в этой точке [см. $ 1 (УП)], которую легко 
установить. В самом деле, окружим точку Ру областью в(е), столь 
малой, чтобы иметь 

|Л; ($) —Л: (Ро) | < в, 

где $ — точка, принадлежащая области с (г). 
Тогда для любой точки Р, лежащей в некоторой окрестности й (г) 

точки Ру, будем иметь: 

J Jn—ne Fg s| < 

a! ~ 

| | — | dS =e {| ao—e | ao, 
дп 

причём г-— расстояние между точкой Р, принадлежащей окрест- 
ности #(=) точки Ру и точкой $ на поверхности с; через в; обо- 
значена часть с, которая видна из точки Р под положительным телес- 
ным углом, а через оо—та часть в, которая видна из Р под 
отрицательным телесным углом. При достаточной гладкости поверх- 
ности $ и во всяком случае для поверхности Ляпунова в силу усло- 
вия г) оба интеграла 
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будут ограничены 1). Этого достаточно для непрерывности 19;. Вто- 
рое слагаемое формулы (ХУ.8) легко вычисляется: 

We (P) = {face a 45 = 71 (Ро) J | do =7,P,) 05) 
5 

где ®з(Р) — величина телесного угла, под которым видна поверх- 
ность © из точки Р.. 

TIYCTh Woe, Woz, у обозначают соответственно пределы <. извне 
и изнутри и значение < при подстановке вместо точки Р точки Ру 
поверхности 5. Чтобы разобраться в этих величинах, нам остаётся 
изучить поведение «5 (Р) при переходе через поверхность $ в точке Р.. 

Пусть точка Ру пересекает поверхность $, двигаясь изнутри 
наружу. Пока Ру находится внутри области, ограниченной поверх- 
ностью 9, ®5 (Ру) =4т. Как только Ру пересекла поверхность $ и 
оказалась вне её, «5; (Р‚) = 0. Следовательно, функция ®5 (Р‚) терпит 
разрыв непрерывности при переходе через поверхность $. Остаётся 
определить значение ®з (Ру), когда Ру есть точка поверхности 5. 
С этой целью окружим точку Ру малой сферой с радиуса \ и рас- 

смотрим линипо /, по которой сфера с пересекается с поверхностью $. 
Линия / разделяет поверхность сферы на две части —с., внутрен- 
нюю по от’ошению`к ©, и с. —внешнюю. Эта же линия делит 
поверхность S Ha две части — внешнюю по отношению к с часть $, 
и внутреннюю $.. Внешняя часть $, вместе с с, образует замкну- 
тую поверхность, вне которой находится точка Р,. Следовательно, 
телесный угол, под которым видна поверхность $; из точки Р‚, 
равен углу, под которым видна из Р’ часть сферы с;. 

Для того чтобы вычислить телесный угол, под которым видна 
из точки Ру поверхность $, достаточно определить угол, под кото- 
рым видна поверхность $;, и перейти к пределу, устремляя радиус 1 
сферы с к нулю. По предыдущему, это равносильно нахождению 
предела угла, под которым видна из Ру часть с, сферы с. Нетрудно 
доказать, что этот предел равен 2. Пересечём сферу с плоскостью, 
касательной к $ в точке Р.. По доказанному выше, расстояние от 
точек линии / до касательной плоскости не превосходит 6441+5. 
Таким образом, линия {[ целиком находится внутри сферического 
пояса на сфере с, определённого неравенством |2 | < 6Ачр *8. 

Построим на с географическую систему координат, взяв за поляр- 
ную ось нормаль к $ в точке Рь. В этих координатах пояс, внутри 
  

1).В более подробных курсах теории потенциала, например Гюнтер, 
La théorie du potentiel, выясияются те условия для поверхности, при которых 

ограниченность Г: —— 45 имеет место. 

14 Зак. 1956. С. Л. Соболевь |
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которого заведомо заключена линия /, ограничен параллелями a 
южной широты и @&, северной широты, где 

‚ 6Aatit3 
O%) = arcsin = = arcsin 6A9°. 

Угол у, очевидно, стремится к нулю. Следовательно, с, стремится 
к поверхности полусферы и, значит, телесный угол, под которым 5: 
видна из Ру, стремится к 2п. Итак, ®5 (Ру) =, если Ру лежит па 
поверхности $. 

Отсюда 

(65). == — 2* -- (05), (5): = 2* -[ (95). 
При этом для 0. будем иметь: 

Woe = — 21), (Ру) -Е (45); вы == 2, (Ро) - (%5)о. 

Из непрерывности %. и формулы (ХУ.8) сразу следует (ХУ.7). 
Так как Ру — произвольная точка поверхности $, то наша теорема 
доказана. 

$ 3. Свойства потенциала простого слоя. 

Подобно предыдущему исследуем потенциал простого слоя. 
Выберем опять систему координат, как указано в начале этой 

лекции. Пусть 

v(P) = | | = fo(S) a8. (XV.9) 
Ss 

Прежде всего заметим, что интеграл (ХУ.9) равномерно сходится 
при ограниченной непрерывной функции Д, и, следовательно, является 
непрерывной функцией, включая поверхность $. В самом деле, если 
из поверхности $ исключить ту её часть с, которая попадёт впутрь 

малого шара радиуса 4, описанного вокруг произвольной точки. Ру, 
то в остальных точках $ полинтегральиая функция будет ограничена 
и непрерывна. Интеграл по с будет сколь угодно мал при доста- 
точно малом \ независимо от Р,. Следовательно, интеграл (ХУ.9) 
непрерывен как функция точки Ру всюду и, в частности, в любой 
точке поверхности 5. 

0% +s + Составим производную 5; И займёмся её чсследованием. Мы 
0 

будем иметь: 

д "[2— тт = | [4 (S) dS. 
5 

2—2 Очевидно, —* есть взятый с обратным знаком косинус угла, со- 

ставленного радиус-вектором, проведённым из точки (х, у, 2) В точ- 
КУ (№ Ус 20), С направлением OCH 2.
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OU 
Поэтому, обозиачив этот угол через Фо, можем записать On, 

70 

в виде 

= J Jr. (5) costo 45. (XV.10) 

Докажем два утверждения: 
Лемма 3. Интеграл (ХУ.9) сохраняет смысл, если в него 

вместо (ху У» 20) подставить точку поверхности, и представляет 
собой непрерывную функцию точки Бу. 

В самом деле, полагая ху = уу =2, =0 в формуле (ХУ.10) и 
пользуясь тем, что 

|2| < Мы*5, где р= У м у? 

[см. (ХУ\У.5)], легко докажем это утверждение. 
Булем обозначать такой интеграл через 

1 . 

ge | J SE ra(syas Ong 91 2 (5) 45. 
5 

Ov (Po) Ov (Po) 
rene И ee 

On; Ong 
пия нормальной производной при приближении точки Р к точке 
поверхности Ру изнутри $ и извне 5. 

Теорема 2. /7ри непрерывной функции /› имеют место сле- 
дующие формулы: 

  

Обозначим через соответственно предельные зпаче- 

= Pala (Po) +e 
о. 

] 

(XV.11) 

20 к/р a 

Ov 
Для локазательства мы сравиим an, © потэнциалом двойного слоя 

0 
с плотностью — ($). 

Составим 

iy = J Jao £08 9 05 20 dS. (XV.12) 

Мы докажем, что эта разность непрерывна в точке (0, 0, 0). 
В самом деле, 

с0$ ф — с08$ 4 *x«— tS 

  

— 29 
= * cos (nx) — ¥— 30 cos (пу) —  [с0$ (12) —1]. 

14*
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Для простоты положим, что точка хо, Уфу, 2% движется по пормали 
к поверхности, т. е. Ху == ур == 0. 

При этом 

с05 ф — с0$ 40 х с0$ (пх) ycos (ny) 2 — 20 
а SS TB (cos (22) — 1]. 

Пользуясь оценками (Х\У.6), имеем: 

1х со$ (их) |< Ар! +8; |усоз (пу)| < А; рй +5, 

|1 — с0$ (и2)| < Аш, 
где ДА, — постоянная. 

Замечая ещё, что 

J2— 291 <r = VP FP FE Ale 
  

мы получаем: 

  

COS Ф — COS Yo 2A,pit5 _ Ay po ЗА! о <. 
Значит, интеграл (ХУ.12) сходится равномерно по отношению 

к параметру 2, и представляет собой непрерывную функцию в точке 

Отсюда следует 

— — =f ee — oc | ——-< e 

02) =-0 02% 2.==—-0 02 %=0 

Пользуясь теоремой 1 настоящей лекции, отсюда сразу получаем 
формулы (ХУ.11). (ой 

Отметим ещё одно важное обстоятельство. Оценка величины 
с0$ < — COS dp 
ов 

ди 
ности 5. Поэтому производная aa, будет стремиться к своему пре- 

является равномерной по отношению к точке поверх- 

дельному значению равномерно по всей поверхности 5. 
» Теорема 3. usa soboit ozpanunennod gynkyuu fy(S) функция 

о 
—— непрерывна. 
On 

Доказательство этой теоремы сразу вытекает из того, что интеграл 

| [Aw 45 

  

5 

сходится равномерно. В самом деле, под интегралом стоит произ- 
COs 

ведение ограниченного множителя на функцию = to, которая на 

основании (ХУ.6б) не превосходит 6р-2+8. По признаку 3 равно- 
мерной сходимости из лекции. УИ интеграл сходится равномерно и, 
следовательно, представляет собой непрерывную функцию.
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Теорема 4. Если плотность простого слоя удовлетворяет 

условию 

lf, (P}) —fo(Po) | < Kr3,- (XV.13) 

где 8, > 0, а г, — расстояние между точками Р; и Р., то потен- 
циал будет иметь непрерывные вплоть д0 контура производные 
1-го порядка по направлению, параллельному касательной плоскости, 
с обеих сторон рассматриваемой поверхности. 

Выберем опять начало координат в исслелуемой точке Р, поверх- 
пости и за плоскость ХОТ возьмём касательную плоскость к поверх- 
ности. 

Рассмотрим произволную 

1 

OU 9 О 
OX) | [эк (5) 45 

в некоторой точке Ру с координатами 0, 0, го, лежаиь'Й ия пормали. 
Докажем, что эта производная вепрерывна на всей пормали, в том 
числе и при 2 = 0. 

В самом деле, мы имеем: 

до х 

= [#64 
Построим вокруг оси г дилиилр радиуса й такой, что в точках 

куска 5* поверхности $, попавшего внутрь этого цилиидра в окрест- 
к 

ности Ру, нормаль к $ образует угол с осью г, не превосходящий 1: 

Покажем, что при этом |2|<Уух?--у?==р. В самом деле, 
(° 

| Но в силу условия ° c= | Za р, |2|< <p max |= 

J > 

V e+e 

<y (#4 (52) <i, 

откуда и слепуег наше неравенство. 
4: : , 2 

Пусть г = И x y*- 25. Построим интеграл: 

  [cos (nz) |= 
  

имеем: 
  

de 
do   

  

| | Г. (Р)-в 008 (12) dS. 
ge
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Этот интеграл, очевидно, равен нулю, ибо его можно переписать 
в виде 

    
x Во || ака, 

эфуйсьУ (< + y+ 29) 

где под интегралом стоит нечётная функция OT x. 
ov 

OuesHAHO, HeMpepbIBHOCTh > будет установлена, если мы докажем 
0 

непрерывность интеграла 

[= FD as пли [ { «(QAP ros wa) as, (XV.14) 
rts 

Нетрудно убедиться в равномерной сходимости в точке Р, этого 
последнего иптеграла. В самом деле, имеем: 

о — В Cy) Л ($) af (Р!) 4. fa(Fy) Il — cos (nz)] 4 
rs 

  cos (uz) = 

--Л(Р) соз (12) ( =— в). (КУ.15) 

Оценим порознь каждое из слагаемых правой части формулы 

.(ХУ.15). Мы имеем: г == У х?-Р у?-- (г — 2) 20; р; 

rg -у--=2< 4%, 

1з (5) — Л» (Р1) Киз Ky 
А |5 в Зи: 

  

  

  

Из (ХУ.4) следует: 

Л2 (Ру) П- с0$ (и2)] 
rs «(РА 5 <.   

  

Далее, 

и 1 1 1]! 
=|[^—/ at amt aa}. 

Разность векторов г и Г* представляет собой отрезок длины г. 
Поэтому в силу (ХУ.5) 

[и— г" | < |2 < Кр! +". 

1 1 
у 

  

Пользуясь этим, имеем; 

1 1 
< Kept? | oy ГК, т 825 

  

ripe PRT pps 

  

1 l 

[a 7 =
>
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Возвращаясь к интегралу (ХУ.14), мы видим, что оп может быть 
переписан в виде 

S)__ fe (P;) cos (nz) 
{| ACE) (2°) — 2) ax dy, 

S (112) 
a+ yc h? 

Подинтегральная функция в этом интеграле не превосходит 

V % АЕ At Ks 
у 8-8 — 72-5 ° 

Следовательно, интеграл сходится равномерпо. 
Мы установили, что при стремлении точки Ру по нормали к точке 

поверхности все первые производные от потенциала простого слоя 
стремятся к определённому конечному пределу. 

Из нашего доказательства вытекает, между прочим, что это стрем- 

ление будет равномерным по отношению к точке поверхности. Сле- 
довательно, производпые первого порядка от потенциала простого 
слоя будут в наших предположениях непрерывны вплоть до границы 
что и доказывает нашу теорему. 

5$ 4. Правильная нормальная производная. 

В дальнейшем нам придётся применять формулу Грина к гармо- 
ническим функциям, представленным в виде потенциалов простого или 
‘двойного слоя. Для того чтобы иметь возможность это делать, мы 

должны наложить дополнительные ограничения на поверхность 5. 
Сделаем прежде всего одно важное замечание. Формула Грина (У. 16) 

была получена нами в предположении непрерывности первых произ- 

водных от функций ии % вплоть до границы и иптегрируемости Ди 

и Ах внутри области. 

Допустим, что наша поверхность 5 такова, что фуикции, кото- 

рыми опа задана в параметрическом представлении: 

‘+= x (d, м), 

У=У (А, в), (XV.16) 

z=2(A, p), 

допускают непрерывные производные по параметрам до второго порядка 

включительно. 
В каждой точке этой поверхности построим нормаль п и отложим 

на этой нормали отрезок постоянной длины 6. Геометрическое место 
коицов этих отрезков описывается уравнениями 

x,=x-+Ccos nx, 

У! =у-|-6с0$ пу, 

21 =2-[ 6с05 па,
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Это множество точек образует некоторую поверхность $.:, кото- 
рую можно назвать поверхностью, параллельной поверхности $. 

Легко убедиться в том, что поверхность 5, имеет непрерывно 
меняющутося касательную плоскость. Для этого рассмотрим уравнение 
поверхности $ в параметрической форме (ХУ.16). Составляющие 
вектора нормали п, (^, №), п„(^, )), Me (A, #) непрерывно дифферен- 
цируемы один раз по А и ц. "Подставляя эти выражения в уравнения 
для х1, Ур, 21, получим параметрическое представление для $1, которое, 
очевидно, будет допускать непрерывные производные первого порядка 
по Лиц и, значит, поверхность $, будет иметь непрерывно изме- 
няющуюся касательную плоскость. 

Предположим, что функции и и х таковы, что функции Ди и Av 
непрерывны внутри области 98. Пусть и и ® имеют непрерывную нор- 
мальную производную на любой повеэхности 5\, «параллельной» S 
и лежащей внутри нее. 

ди Ou 
Предположим ещё, что нормальные производные | и — |, 

дп |5, On |8, 

  

определённые на поверхности 5:, равномерпо стремятся к непрерывным 
предельным функциям $, ($) и фъ (5). Эти функции мы будем называть 
пормальными производными от и и на поверхности $ и обозначагь 

через sa И oe 
on|s on [5 

Мы будем говорить в этом случае, что CPyYHKUMM “UV OONAaaloT 
правильными нормальными производными. 

Теорема 5. Если и и о— две гармонические в области ® функ- 
ции, допускающие правильные нормальные производные, то для них 
имеет место формула Грина 

"(dv ди 
J J (us — oS) dS = 0. 

Доказательство этой теоремы очевидно. Достаточно применить фор- 
мулу Грина к поверхности 5\, «параллельной» данной поверхности 5, 
и затем перейти к пределу при стремлении $ к 5. 

Из леммы 2 настоящей лекции вытекает, что при непрерывной 
плотности }, (5) потенциал простого слоя обладает правильной нор- 

мальной производной. 

  

$ 5. Нормальная производная потенциала двойного слоя. 

`Лля потенциала двойного слоя мы получим условие существования 
правильной нормальной производной в виде следующей теоремы. 

Теорема Ляпунова. Для. того, чтобы решение уравнения 
Лапласа 

Аш ==
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в области ®@, ограниченной поверхностью $, удовлетворяющее 
условию 

и|5==/(5$) 

(решение задачи Дирихле), допускало правильную нормальную про- 
изводную, необходимо и достаточно, чтобы потенциал двойного 
слоя №, образованный с помощью функции }($): 

ai. 

An 5 дп ы 

имел правильную нормальную производную как извне, так и изнутри 
и чтобы эти нормальные производные совпадали. 

Докажем эту теорему. Рассмотрим функцию (Ру): 

Р 

и— , если Рь внутри Q; 

3 (Ро) =. ) 

  | — , если Рь вне 9. 

Функция (Ру) будет гармонической как виутри области Q, так 
и впе её. Можно локазать, что она непрерывна во всем пространстве. 
В самом деле, скачок функции ®(Рь) при переходе через поверх- 
ность ©, как легко видеть, равняется 

 (Po)\s —F (S) = 0. 

Если функция и(Рь) допускает правильную нормальную производ- 

ы ‚ то функция 0 (Р,) будет совпадать с потенциалом простого ную On 

СЛОЯ 

1 ди y Ро | | ти“ 
имеющим тот же скачок нормальной производной, что и и. Действи- 
тельно, при этом внутри области ®, в силу формулы Грина, имеем: 

1 
‘o e 0 — ® ® 

1 СР 1 i Ou 

и (Ро) = 4x | I дп as An J Jz ron on 
5 

и, следовательно, (2%) — V(P,) = 0 везде внутри 9. В Ввиду Hempe- 
рывности этой разности она будет равна нулю и вне 9.
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Но отсюда следует, что она равна нулю тождественно, и, значит, 
имеем; 

и (Py) +e | | + о aS, если Ру внутри Q; 
5 

-£[ Jeo | 

10 
ie) {+ ; 5,45, если Ру вне о. 

Таким образом, потенциал двойного слоя И представляется в виде 
разности двух функций, обладающих правильной нормальной про- 
изводной с обеих сторон поверхности 5 и, следовательно, сам обла- 
дает с обеих сторон $ правильной нормальной производной. Скачок 

этой производной, очевидно, равен нулю. Следовательно, предельные 
значения нормальной производной извне и изнутри совпадают. 

Мы доказали необходимость условия теоремы. Покажем теперь 

достаточность этого условия. Прежде всего заметим, что если будет 
существовать непрерывная правильная внешняя производная от функ- 
ции №, то функцию и можно рассматривать вне ® как решение 
задачи Неймана с заданными непрерывными значениями внешней нор- 
мальной производной: 

  

_ ow 
е _ ди 

Ow 
On 

Но решение такой задачи, как мы увидим в лекции ХХ, предста- 
вимо в виде потенциала простого слоя У* с‘иепрерывной плотиостыо 
v(S). Такой потенциал будет совпадать везде с функцией ®(Р,), 
ибо их разность \У* (Ру) — ® (Ру) непрерывна во всём прострапстве и 
тождественио равна нулю вне ®. 

Значит, изнутри будет существовать правильная нормальная иро- 
$ ` 

изводная о . Но внутри области @ имеем: 
9 

ди OW , Ow 

On On T Oe ди ° 

    

в 

Из существования правильных нормальшых производных от 
и \ следует, что существует правильная. нормальная производная 
от и, что и требовалось доказать, 

$ 6. Поведение потенциалов в бесконечности. 

Последнее важное свойство потенциалов простого и двойного 

слоёв, которое мы сейчас разберём, —это их поведение на беско- 

нечиости.
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Мы докажем, что если поверхность $ ограничена, потенциал иро- , 
стого слоя убывает на бесконечности, по крайней` мере как р. › а пО- 

0 1 —_—___- 
тенциал двойного слоя, по крайней мере как —- ‚ где R=V 2 21 5? 

R} о-НУо- 20 

В самом деле, очевидно, что при достаточно большом А’ получим: 

г У (х— м -Н (У — у) (2 — 2 = 

= Уса у 9—2 (иж FI + 22) FP? 29) = 

m= fae p — 2 ot Wo-k 220) — (4? Fy? + 2”) 
TV +I +e я-а > 

> R, и! т, 

  

  

  

  

  

2 
Ko 

Зпачит, 

®1-= || [1% 648 |< | [168145 
5 “s 

  

5 

91| [Гл (8) 45| < [| [1169 145; 
5 0 

что и требовалось доказать. 

er а rey



ЛЕКЦИЯ Х\. 

СВЕДЕНИЕ К ИНТЕГРАЛЬНЫМ УРАВНЕНИЯМ ЗАДАЧ 
ДИРИХЛЕ И НЕЙМАНА. 

$ 1. Постановка задач и единственность их решений. 

Пусть $ —— замкнутая, достаточно гладкая поверхность. Обозначим 
чсрез @, объём, ограниченный этой поверхностыо, а через 8. — беско- 

печную область, внешнюю по отношению к $, также ограниченную 
поверхностьо $5. 

Рассмотрим четыре задачи: 
1. Внутренняя задача Дирихле. Найти функцито и, гар- 

мопическую в @:, при условии 

и |6 ==, (5). 

2. Внешняя задача Дирихле. Найти функцию и, гармо- 
пическую в ®.о, при условиях: 

а) и |3 =), (5), 

6) Шт и=0. 
R>o 

3) Внутренняя задача Неймана: Найти функцию и, гар- 
мопическую в @, при условии 

ди 
On «== (5). 

4. Внешняя задача Неймана. Найти функцию и, гармо- 
пическую в ®.,, при условиях: 

ди 
а) On gute (S}, 

6) flim и=0. 
Li > co 

Прежде чем намечать пути решения эгих задач, займёмся их иселе- 
пованием,
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Теорема 1. Решение задачи Пирихле, внутренней или внеши- 
ней, единственно. 

Доказательство совершенно очевидно. “Оно вытекает из принципа 
максимума. Разность двух решений в случае внутренней задачи 
будет гармонической функцией, равной нулю на 5$; в случае внешней 
задачи разность двух решений будет равна нулю на $ и на беско- 
нечности. Следовательно, разность решений не может принимать 
внутри области ни положительных, ни отрицательных значений, ибо 
иначе она достигала бы там своего положительного максимума или 
своего отрицательного минимума, что невозможно. Значит, в обоих 
случаях разность решений равна нулю. 

Теорема 2. Решение внешней задачи Неймана, имеющее непре- 
рывные вплоть до границы производные 1-го порядка, единственно, 
решение внутренней задачи определено с точностью до произволь- 
ной постоянной. 

Разберём сначала внутреннюю задачу. Составим интеграл: 

О 
ее 

ou 
Если теперь © — гармопическая функция и Эт обращается в нуль на 

контуре, то 

] РИ») = (5%) + (5) |чх вуаг=0, 

и, значит, 

Ov Ov Ou 

дх = 9 = 98 = 0. 

Отсюда следует, что о — постоянная. 
Пусть теперь и, ио-—— два решения внутренней задачи Неймана. 

Их развость © является гармонической функцией, нормальная про- 
изводная которой на границе области равна нулю. По доказанному 
такая функция есть постоянная. Теорема доказана для случая виу- 
тренней задачи.
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Виутренняя задача Неймана разрешима не всегда. Необходимым 
и достаточным условием еЁ разрешимости является равенство 

[$$ =0. 

5 

Необходимость этого условия очевидным образом вытекает из фор- 
мулы Грина. Достаточность мы установим позднее. 

Для рассмотрения внешней задачи возьмём сферу У ралиуса А, 

где А — достаточно большое число, и пусть 8; — объём, заклточён- 

ный между Уи $. По предыдущему 

J Je 4+ | [5 48— 

__f | [[eao+ (22) + (Sy +(2) | dx dy dz. 

Если я гармоническая функция, стремящаяся к нулю на бесконеч- 
v 

ности, и притом такая, что 5.| = 0, то левая часть последнего ра- 
$ 

венства сколь угодно мала. В самом деле, в силу теоремы 1 лек- 
ции ХПИ па У имеем: 

  

М [9 М 191-51, |5; |< 
и 

ее [вый 
Значит, 

++ < 
при любом е > 0, что возможно лишь при условии 

Зпачит, © есть постоянная. Но эта постоянная может бить только 
пулём, так как иначе она не стремилась бы к нулю па бесконечпости. 

Разность двух решений внешней задачи Неймана есть поэтому 
пуль, и решение задачи Неймана единственно. 

$ 2. Интегральные уравнения для поставленных задач. 

Полученные нами в предыдущей лекции свойства потенциалов 
позволяют решать задачи Дирихле и Неймана для любых областей, 
ограниченных достаточно гладкими поверхностями, приведением их 
к интегральным уравнениям. 

В самом деле, пусть мы хотим найти, например, решение внутрен- 
ней задачи Дирихле. Будем предполагать, что искомая функция и
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есть потенциал двойного слоя 14 с неизвестной пока плотностью 1 (5): 

я. (51) с0$ 
и — W = | | tO 5 5, 

. r 
$ 

Как известно, потенциал двойного слоя есть гармоническая фупкния. 
Мы должны подчинить 10 тому условию, чтобы её предельное зиа- 
чение изнутри равнялось fF; (S): 

и; ==]: (5). 
Из равенств (ХУ.Т) имеем 

Wy = Эр (5) | wy = Arp (S) + | | Е 28 $ aS, 
5 

  

где г— расстояние между двумя точками 5$ и $; нашей поверхности. 
Таким образом, для № ($5) получим уравнение: 

р, (5) = = ев, (Х\1.1) 
5 

1 
Если для сокращения письма обозначить On f,(S) yepes ЁР, ($), 

1 cosy 
3g pa через К ($, $1) (это последнее выражение есть, очевидно, 

функция двух точек, $ и $,, на поверхности), то мы придём к урав- 

нению 

в ($) = 21 ($) — [ ГК, Sp (Sa). (XVI.2) 
5 

Интегральные уравнения такого вида называются интегральными 
уравнениями типа Фредгольма 9-го рода. К изучению таких уравне- 

ний мы вскоре перейдём. 
Так же точно можно свести и задачу Дирихле для внешней обла- 

сти, ограниченной поверхностью 5, т. е. для бесконечной области, 
границей которой служит $, опять к уравнению Фредгольма 2-го рода. 

В самом .деле, отыскивая решение снова в виде потенциала двой- 
пого слоя из условия ®, =), ($), получим, аналогично прежнему, 
для неизвестной плотности 1 (5) 

We = — 21 (S) + Wo, 

=e пт [ [pe (Syoos de co 

‚5 = Ая | | "боев, 
5 

обозначая 4) через Ф, ($), получим: 

(5) = $: ($) -Е || КС $0 в ($) 45. (XVL8) 
8 

Это уравнение есть уравнение того же типа и рода, что и пре- 
дыдущее.
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{ интегральным уравнениям приводится и решение задачи Ней- 
мана для внутренности и для внешности поверхности. 

Будем искать решение внутренней задачи Неймана в виде потен- 
циала простого слоя: 

r 
8 

аналогично прежнему 

Ov Ov 
On; = — 2rv (5) Ра = Se (5), 

откуда 

v(S) = A te! YE = Y (Sy) COS ис, (XVI.4) 

Угол Ф, получается из угла ф заменой положения точки $ на S,. 

Поэтому, полагая — л ро Е, (5), получим для у(5) уравнение: 

V(S)=FA(S)+ ff K(Sp S)¥(S) aS, (XVI.5) 
5 

Наконец, если искать решение внешней задачи Неймана в виде 
потенциала mpocnore слоя Vv, будем иметь: 

— 25 (5) J | Sy Sas, =/.(5) 

  

ИЛИ 

    

gti ffs Yo dSy 
5 

Полагая 
в г = ®,(S), 

получим для У(5) уравнение: 

v(S) = &4(S)— [ [ K(Sy S)¥(S) a5,. (XVI.6) 

Если нам удастся найти фракции ши у, удовлетворяющие урав- 
нениям (Х\1.2), (ХУТ.3), (ХУТ.5) или (ХУТ.6), то соответствующие 
Задачи математической физики будут решены. 

 



ЛЕКЦИЯ ХУИ. 

УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА И ПУАССОНА НА ПЛОСКОСТИ. 

$ 1. Фундаментальное решение. 

Мы разобрали довольно подробно уравнения Лапласа и Пуассона 
в пространстве. На практике часто бывает, что функция ий не зави- 
CHT от одного из переменных, например 2; тогда 

>. 

Ou 02 

д == дея == 0. 

При этом уравнения переходят в уравнения с двумя независимыми 

`переменными. Те же самые задачи, которые мы ставили для про- 

странства, мы можем теперь ставить на плоскости ХОТ для уравне- 

НИЯ 

02 0214 
Au — = =— =0(хХ . да-Г був ==Р(%, 5) 

где р(х, у) может иногда равняться нулю тождественно. 
Рассмотрим некоторые свойства таких двумерных задач, отличаю- 

щие их от трёхмерного случая. 
Совершенно так же, как и в пространстве, легко доказать, что 

функция, гармоническая в некоторой области Л) плоскости ХОТ, до- 
стигает своего максимального и минимального значений на контуре 
этой области. Отсюда следует, в силу прежних рассуждений, един- 
ственность решения задачи Дирихле для любой ограниченной области. 
Однако, как мы увидим далее, в отличие от прежнего задача Ди- 
рихле для неограниченной области в прежней постановке смысла не 
имеет. Ставить вопрос об отыскании гармонической функции, равной 
нулю на бесконечности, здесь нельзя, и вопрос о единственности 
такого решения лишён содержания. 

Аналогично леммам, доказанным нами в лекции [Х, мы имеем 
здесь две другие леммы. 

  1 
Лемма 1. Функция In— = —Inr, 20er=YV (x — Xo)? + (y — yh 

есть гармоническая функция переменных х и у. 

15 Зак. 1956. С. Л. Соболев,
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В самом деле, 

0 пр 1 2 (х — хо 
И 

д пг 1 2 (у— у)? 

и 
откуда 

Ain + =0. 
r 

Лемма 2. Для любой непрерывной со своими производными 
2-го порядка функции имеет место формула 

[1 
и (Хо, Ус) = —= || In 7 Au dx dy + 

D 
1 

din — 
' ] r 1 ou +a) («gel EGE) as, VELA) 

a 

где П) — некоторая область, содержащая внутри себя точку 

(хо, У), а $— контур этой области. Здесь через 57 обозначена 

производная по направлению внутренней нормали к контуру 5. 
Если точка (ху, У‚) лежит вне области О, то формула (ХУП.1) 

заменяется другой: 
1 

дш — 
1 1 1 r 1 ди ~ a] Js 1 aude dy+¢ | (a oy in = on sx) ds = 0. (ХУП.2) 

8 

Доказательство этих формул не представляет труда, совпадая 
слово в слово с уже проведённым однажды доказательством анало- 
гичной формулы в пространстве. Мы не будем приводить этого дока- 
зательства. 

Так же, как и раньше, можно доказать, что если функция #й 
имеет начало координат особой точкой и в окрестности начала 

является гармонической, причём удовлетворяет неравенству 

А 
[| < р», 

где R= ^?-| у?, то её можно представить в виде 

"п 

v= У аи TS yi ye (XVII.3) 
т=0$--71=т 

где и — гармоническая функция во всей области, включая начало 
координат.
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Справедливы тсоремы: 
Теорема 1. Если и(Ю, $) — гармоническая функция, то и 

9 (К, 9=и(р р 3) гармонична. (Здесь Ю и $ — полярные коорди- 

наты на плоскости.) 
Теорема 2. Если и(Ю, %\ гармоничиа при больших значе- 

ниях К и удовлетворяет неравенству 

[ul] << АК", 
то её можно представить в виде 

om tn 

.-У У чик» saa a, 
m=lLi-+jom 

где и* ограничена. 

$ 2. Основные задачи. 

Задача о нахождении решения уравнения Пуассона 

Au =p (x,y) 
на всей плоскости, обращающегося в нуль на бесконечности, для 
уравнения с двумя переменными, вообще говоря, неразрешима, и мы 

не будем её касаться. Заметим, что интеграл pIn— dx dy, pace 

—_—OO —0O 

пространённый по всей плоскости (если р отлично от нуля лишь 
в конечной области, то область будет фактически конечной), есть 
всё же частное решение уравнения Пуассона, но, вообще говоря, 
неограниченно растущее на бесконечности. Этот интеграл называется 
логарифмическим потенциалом распределённых масс. 

Задача Дирихле для полуплоскости имеет смысл. Пусть функ- 
ция /:(х) удовлетворяет неравенству 

< 4, пд а > 0. 

Решение уравнения 
Ди =0 

при условии 

и ly=o =f; (x), 

обращающееся в нуль на бесконечности, имеет вид 

] 1% aint 

(Xo, Vo) — on | sa 1! (x)dx = 

о со 

I 1 =i{ 884, (xydx—=t [ A(x) 45 (х; Хо, Уо), 
— OO ~=— OO 

15*
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где Ф— угол, образуемый радиус-вектором, проведёпным из гочки 

(х, 0) в точку (Хо, Уз) с направлением нормали к границе области 
в точке (х, 0). 

Доказательство читатель легко проведёт сам. 
Задача Неймана для полуплоскости не только равных нулю на 

бесконечности, но даже и просто ограниченных решений не имеет. 
Мы не будем её касаться. 

Если записать формально потенциал простого слоя 

-+00 

па 
т п т to (x) ax, 

` —с 

то этот интеграл будет неограниченно возрастать при удалении точки 
(хо, Уи) на бесконечность. 

Задача Дирихле для круга решается приёмом, аналогичным преж- 
нему. 

Если точка (х\, у.) — сопряжённая по отношению к точке (ж, Уз), 
т. е. : 

x=, N= о 2 
Xo T Yo Xo Yo 

то па круге радиуса 1 попрежнему г =— Kory, re 

г=У (< — хо) + (y— Io)’, 
= УИ (и — ху — yp 

а Ю,-— радиус-вектор точки (ху, У). 
Пусть (ху, Уо) — внутренняя точка круга ^ <1. Применяя фор- 

мулу Грина к решению уравнения Ай ==р, будем иметь: 

  

  

I 1 
и (Хо, 0) == — 5; | | ш--рах ау-|- 

.<1 

9. 1 ди 

i=1 

Применим теперь формулу Грина, подставив вместо г вели- 
чину Ror, Ввиду того, что (х., у,) лежит вне круга, функция 

In „гармоническая везде внутри, и мы получим: 
ult 

| On 
R<i 

1 
In Ror, 2 OX OY 

0 In 
1 Rory 1 ди __ +2 | (ши) во. (УИ)
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Вычитая формулу (ХУИ.5) из (ХУП.4) и обозначая 

1 1 l 1 
G(X, Y, Xo; Yo) = 5 In Ror —5, ins, 

получим формулу: 

i { @ t%mI)= | [reGe xx saedy—x [ vas. (XVILE) 
£ <i R=] 

Функция Грина С — симметрическая функция точек (х, у) и (ху, У}; 
следовагельно, она гармоническая по ху, у) и обращается в тожде- 
ственный нуль по х, у, если (ху, Yo) лежит на контуре. 

Если задача отыскания решения уравнения Пуассона, удовлетво- 
ряющего условию 

ив ==: ($), (XVII.7) 

имеет решение, то это решение должно иметь вид (ХУП.6). В част- 
ном случае, когда 

и [в = 0, 

решение задачи даётся формулой 

и(хь 0) = | [об ах4у. (XVIL8) 
R<i 

Легко проверить, что функция и, выражаемая формулой (ХУЦ.3), 
является решением задачи. 

В самом деле, 

| | eGaxdy=—d. Гры Така 1. | fen aa aes 

R<1 Е<1 

Первое слагаемое, являясь логарифмическим потенциалом распреде- 
лённых масс, удовлетворяет уравнению 

До =р, 

а второе — гармоническая функция. 
Следовательно, формула (ХУ\УП.8) даст решение уравнения Пуас- 

сона. Непосредственно видно, что это решение удовлетворяет усло- 
вию и|, =0. 

Преобразуем формулу (ХУ\УП.6), подставив в неё явное выраже- 
ние функции С. В полярных координатах, заменяя х, у через Ю 
и 60, а х, У — через Юз, 4, получим для координат точки х;, У: 

выражения В, Oo.
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При этом 

In = = 5 In [R’-+ RI—2RR, cos (8 —6,)], 
1 1 In poy In [R°Ro —2RR, cos (86 -— O05) + 1]. 

Тогда функция Грина запишется в виде: 

В = 5 (а [А +. Ro — 2RR, cos (8 — 65] — 

— In [R°Ro —2RR, cos (8 ~ 65) ++ 1]} 

    

И 

о | — 
On Е==1 = 

Я —Ю- Ки соч (0 — 8) _ _ — РА К со 8—9 | 2 [= К — 2RRy cos (8— 8%) —-R°Ry — 2RR,cos (6 — 0) 1 в=1 
1—^№ 
  

"On R2—2R, cos(8— 6) -+ 1 

Решение задачи Дирихле для круга даётся при этом формулой 

т , 
1—^Ю 

‚ 0 =1 | о 0) 49. 
u(Ro о) 2 ВОК, 651/109 

= fT 

  

Эта формула называется формулой Пуассона. 
Так же, как и в просТранственном случае, проверяется, что эта 

формула действительно даёт решение поставленной задачи. 
Аналогично решается задача Дирихле для внешности круга. 
Эта задача ставится как задача отыскания функции и, гармони- 

ческой вне круга АК ==1, удовлетворяющей условию и|, =}. ($) и 
ограниченной на бесконечности. Это последнее условие существенно 
отличает задачу Дирихле для плоскости от задачи Дирихле в про- 
странстве. Мы не будем останавливаться на решении этой задачи. 

Формула, дающая решение этой задачи, будет иметь вид: 

+r 

Ri—1 1 
# (Ко, во) = 25 ] иоео-ы 

www ДУ 

Л (8) 40.   

Из формулы Пуассона для гармонических функций внутри и вне 
круга следуют, почти без изменения в способе доказательства, все 
те же следствия, что и для пространственной задачи.
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$ 3. Логарифмический потенциал. 

На функции двух переменных можно перенести также понятие 
о потенциалах. 

Интеграл вида 

9 [шуёб) ds 

8 

называется логарифмическим потенциалом простого слоя. Это — гар- 

моническая функция вне и внутри области О, ограниченной конту- 
ром 5. Функция эта непрерывна при переходе через $, а её нор- 
мальная производная терпит разрыв непрерывности. 

Если составить интеграл 

ain + 

| in, # (5) 4s, 

8 

где производные взяты при изменении хо и уу, то он оказывается имею- 
щим смысл в случае, если точка (Ху, Уз) лежит на границе. Обозна- 

Ov 
чая его величину через 5-| , получим: 

0 

  

  

ov ov 
in|, Г, , 

Ov ov 

бт +a, 
` 

Ov 
Величину 5„| можно представить в виде 

0 
COS vy 

| р — ds, 
8 

где угол Фу есть угол, составленный радиус-вектором, проведённым 

из точки (х, у) в точку (Ху Уи), с направлением нормали в этой 
COS to 

последней точке. Функция ——" есть ограниченная функция, если 

  

только линия $ достаточно гладкая. 
Логарифмический потенциал простого слоя, вообще говоря, не 

ограничен на бесконечности. Интеграл вида 

  

Ш p(s) cos @ 
W = aa (s) ds = —— ds, 

3 5 

где ф— угол, составленный радиус-вектором, проведённым из точки 
(x, y) B точку (%, Ус), с направлением нормали в точке (х, у),
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называется логарифмическим потенциалом двойного слоя. Это — 
гармоническая функция как внутри, так и вне области О, ограни- 
ченной контуром $. На контуре $ эта функция терпит разрыв не- 
прерывности. 

Если (ху, Ус) лежит на контуре, который мы предполагаем до- 
cos 

статочно гладким, то —— — ограниченная функция, и интеграл ® 

имеет смысл. Обозначая при этом его величину через «, будем 
иметь 

W,=— Tp-F Wo, 

и = пм. 

Логарифмический потенциал двойного слоя равен нулю на беско- 
нечности. 

Аналогично пространственному случаю можно поставить задачи 
Дирихле и Неймана также и для плоскости. При этом, однако, 

будут некоторые особенности во внешних задачах. 
Во внешней задаче Дирихле вместо обращения и в нуль на 

бесконечности нужно требовать ограниченности этой функции в окрест- 
ности бесконечно удалённой точки. 

При этом задача Дирихле получает определённое и единственное 
решение. Во внешней задаче Неймана нужно попрежнему искать 
решение, равное нулю на бесконечности, но в отличие от прежнего 
эта задача уже не будет, вообще говоря, иметь решения. 

Неоэходимое и достаточное условие существования такого реше- 
мия будет: 

J fo (s) ds = 0, 
} 

где ]о ($) — значения нормальной производной на контуре. 
В этом смысле плоские задачи, внутрениие и внешние, более 

сходны между собой, чем пространственные. Читателю будет полезно 
доказать эти утверждения самостоятельно. 

Можно аналогично прежнему свести задачу Дирихле и Неймана 
к интегральным уравнениям. Мы также предоставляем сделать это 
читателю. 

Для плоской задачи интегрирования уравнения Лапласа сущше- 
ствует ещё один чрезвычайно мощный метод, основанный на при- 

менении теории функций комплексного переменного Мы укажем 
лишь сущность этого метода, не останавливаясь на нём подробно. 

Рассмотрим какую-либо аналитическую функцию (2) =и--® 
комплексного переменного 2 —= х- #7. Считая независимыми пере- 
менными х и у и применяя опе; атор Лапласа к <, получим: 

07% ‚ 07% 
-- dw= sa tas =O (2) + Po" (2) =0. “
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Отсюда следует, что функция w(zZ) sBaseTca rapMoHnuecKol dyHkK- 
цией переменных х, у. Следовательно, её действительная и мнимая 
части и(х, у) и 9 (х, у) порознь будут гармоническими в области 
аналитичности < (2). 

Введём новое независимое комплексное переменное & ={-|- М, 

ПОЛОЖИВ 

z= (5) , 

где ф — какая-то аналитическая функция. Тогда 

х=5(,1), у=у(, м). 
При этом аналитическая функция хо (2) перейдёт в аналитическую 
функцию переменного &: 

w* (0) = w(}(). 
Следовательно, функции 

и% (5, 1) — И (х (6, 1) YE; n)), 

v* (6, n)=9(x (6,0), y (, 0) 

будут снова гармоническими функциями переменных &, 1. 
Как доказывается в курсах теории функций комплексного пере- 

менного, формулы (ХУ\УП.9) осуществляют конформное отображение 
плоскости х, у на плоскость &, 9, причём любое конформное отобра- 
жение может быть получено таким образом. Из наших рассуждений 
следует вывод: гармоническая функция переменных х, у в некото- 
рой области остаётся гармонической, если эту область подвергнуть 
конформному преобразованию. 

Для любой односвязной области ® плоскости х, у мы получаем 
следующий метод решения задачи Дирихле. Найдём конформное 
отображение 

(ХУП.9) 

x= x (§, ")s y=, n); 

переводящее область ® в круг. В теории функций комплексного 
переменного доказывается, что такое отображение существует. Функ- 

ция и* (&,)) должна быть гармонической в круге функцией, прини- 

мающей на границе заданные значения. Такую функцию можно по- 

строить при помощи формулы Пуассона. Возвращаясь к перемеп- 

ным х, у, получим решение нашей задачи.



ЛЕКЦИЯ ХУШ. 

ТЕОРИЯ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ. 

$ 1. Общие замечания. 

Мы уже видели в прошлых лекциях, что решение некоторых 
задач математической физики приводится к решению уравнений 

$ (Р) = [К(Ф, Р;) (Pr) AP, +4 (P), (ХУШ.1) 
р 

где Г) — некоторая область изменения точки Р и точки Р:. Функция 
K(P, P,) двух переменных точек из этой области называется ядром, 
а Фх(Р) является неизвестной функцией. 

Область Д предполагается лежащей в п-мерном пространстве, 
ипусть координаты точки Рвэтом пространстве будут (Х1, Ха, ...) Ха) 

а точки Р, будут (x1, Xo, cee 9 Xn); тогда ядро К (P, Р\) есть функ- 
ция 2 переменных (ЖЖ +. М ХХ, «.. М), а функции 0(P) 

и f(P) sBasiotca функциями п переменных: Ф(Х1, Хо, ... 5 Ха) 
и /(%1, Ха... о, Xn); причём, эти переменные изменяются так, что 
точки Р(х;:, Хо, „..,Х)и Р; (Хь Хи +... Х,) не выходят из области О. 

В частности, если область ОД является одномерной и связной, 

тогда положение точки Р определяется одной координатой х, и инте- 

гральное уравнение примет вид; 

Ф(х) = [к (x, x’) 9 (x’) dx’ 4+-f (x). 

К систематическому изучению уравнений вида (ХУШ.Т), называемых 
обычно интегральными уравнениями Фредгольма 2-го рода, мы 
сейчас и приступим. 

Функции А и / мы будем считать вещественными. Другие огра- 
ничения, как-то: ограниченность, непрерывность и тому подобное, 
мы будем вводить по мере надобности. 

Мы будем встречаться далее с уравнениями, могущими иметь не 
одно, а несколько решений. При этом во всём дальнейшем мы не
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будем считать различными функции, которые являются эквивалент- 
ными, то-есть принимают различные значения на множестве меры 
нуль. 

Так же, как и для всяких линейных уравнений, для интегральных 
уравнений типа Фредгольма имеет место 

Теорема 1. Общее решение уравнения (ХУШ.1) имеет вид: 

Ф(Р) = (Р) - $* (Р), 

где Ф,(Р) есть некоторое частное решение уравнения (ХУШ.1), 
а $*(Р) представляет собою общее решение уравнения 

$ (Р) = [K(P, Pi) 9(Pi) 4Py (ХУШ.2) 
р 

Уравнение (ХУШ.2) мы будем называть соответствующим однород- 
ним уравнением для уравнения (ХУШ.1). 

Отсюда ясно, что если соответствующее однородное уравнение 
не имеет других решений, кроме тривиального 9* (Р) =0, то наше 
уравнение не может иметь более одного решения. 

$ 2. Метод последовательных приближений. 

Прежде всего изучим несколько простейших частных случаев, 
которые позволят нам перейти к более общей трактовке вопроса. 

Вместо уравнения (ХУШ.1) мы будем рассматривать уравнение 
более общего вида: 

Ф(Р) =^ [К(Р, РО (РдаР,-- 1 (Р), — (м) 
р 

так называемое уравнение с параметром. Допустим, что область С 
изменения точки Р ограничена; объём этой области будем обозначать 
также буквой ШО. Допустим кроме того, что ядро К (Р, Р/) пред- 
ставляет собою суммируемую функцию переменной пары точек (Р, Р,) 
в пространстве 2и переменных, причём справедливо ещё неравенство 

ПКФ, РИ1аР, < м, 
р 

где постоянная М не зависит от положения точки Р. 
В тех приложениях, которыми мы будем заниматься, функция 

K(P,P;) будет иметь лишь конечное число таких многообразий 
меньшего числа измерений (точек, линий, поверхностей и т. д.), на 

которых она терпит разрыв. Если исключить эти многообразия вместе 
с окружающим их сколь угодно малым объёмом, то функция. К (Р, Р,) 
будет непрерывна в оставшейся части области,
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Допустим, что f (P) представляет собой ограниченную измеримую 
функцию: . 

зар [Л (Р)| = < со. 

Это условие будет выполнено, если, например, } ограничена в О 
и непрерывна всюду, за исключением, быть может, конечного числа 
многообразий низшей размерности. Функцию ‹(Р) мы будем также 
считать ограниченной и измеримой. 

При малых Х естественно возникает мысль искать решение уравне- 
ния (ХУШ.З3) в виде степенного ряда 

со 

Ф(Р) =%(Р)-- », № (P). (ХУШ.4) 
К =1 

Подставляя это выражение в (ХУШ.3), получим: 

Фо (Р) 2 Mo, (P) = 

oo 

k=1 

=) [K(P.Pd| GP) + У м (P)]aP, +4 (P), 
D k=1 

откуда, сравнивая коэффициенты при соответствующих степенях справа 
и слева, получаем: 

Фо, (Р) = (Р), 

91 (P) = | K(P, Py) 9 (Py) 4Py, 
D 

оон. (ХУШ.5) 

Фь(Р) = [К(Р, Р.) ¢x—1(Py) dP 
D     e 2 e 2 © o « . e ° 6 $ ] 

Соотношения (ХУП1.5) позволяют шаг за шагом вычислить все 
фупкции ©у(Р). Действительно, все интегралы в правых частях 
(ХУШ.5) имеют смысл, так как подинтегральные выражения пред- 
ставляют собой произведения ограниченных функций на функции 
суммируемые. Оценивая последовательно правые части этих уравне- 
ний, будем иметь 

(РУ; 1 (РУ < [1К(Р, РР, < Ем 
D 

и вообще 

[9 (Р)| < LM, 

Измеримость функций Ф,(Р) следует из теоремы Лебега-Фубини,
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Для краткости условимся обозначать фупкцию 

YP) = [K (P,P) f(P) a, 
D 

символом ДХ. 
Как мы убедились, справедливо неравенство 

[AZ| <M sup ||. 

Будем называть АХ оператором над функцией /. Введём в рассмо- 
трение степени оператора Д: 

A(Af) = АЗА А(А?}) = 43},..., А(А" Ff) = AM, 

Справедлива следующая очевидная формула: 

A? tf — A? (AY). 

Формулы (ХУШ.5) в этих обозначениях примут вид 

ф, (Р) = АЕ. (XVIIL.6) 

При этом, как мы видели, имеет место оценка 

[|A“f| < M* sup |/]. (ХУШ.7) 

Отметим одно важное свойство оператора А. 
Теорема 2. Если некоторая последовательность ограничен- 

ных измеримых функций у, равиомерис схаданея к пред2льиой 
функции Го, т. е. 

f= lim Ль 
{ „= СО 

(-> со 

то 

причём последовательность АД, также сходится равномерно. 
В самом деле, 

[АЛ — А = А (— Л№)| < М зар [№ —/|. 

Следствие. Если ряд 

со 

‚2: ив(Р) = и(Р) 
—1 

сходится равномерно, то 

Аи(Р) = 3) Au,(P). 
р =1 

В наших новых обозначениях уравнепие (ХУШ.З3) примет вид 

g—hAg=fe
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или, полагая ешё Еф ==, где Е — тождественный или единичный 

оператор, запишем его в виде 

(E—\A)o=f. 

Подставляя в (ХУ.4) выражение oat 9, u3 (XVITI.6), мы по- 
лучим, пока ещё формально, равенство 

Ф(Р) =А--АЛ-Е 243} -|-...-- А -|-...  (ХУШ.8) 

Члены ряда в правой части (Х\УШ.8), как это вытекает из оце- 
нок (ХУШ.7), при |АМ| <1 будут по абсолютной величине меньше 
членов сходящегося числового ряда с положительными членами: 

со 1 

k Mk — ОНИ ‚Укр sup = вар И par 

Следовательно, при фиксированном A, удовлетворяющем усло- 

вию | + ‚ ряд в (ХУШ.8) сходится равномерно, и формула (ХУШ.8) 

в самом деле определяет некоторую измеримую функцию $Ф(Р). При 
этом 

Stl lel < Ури = АИ. 
Е =0 

Проверим теперь, что полученная нами функция ф (Р) является реше- 
нием уравнения (ХУШ.3). Подставляя выражение для ф из (ХУШ.8) 
в левую часть уравнения (ХУШ.З), получим: 

(EM) f+ Dp 
Если мы покажем, что это выражение тождественно равно /, 

наше утверждение будет доказано. Ряд, стоящий в квалратных скоб- 
ках, сходится равномерно. На основании теоремы 2 имеем: 

(Е— А) [1 + > Alf] = 

— А-а, — А АТ р 7. (ХУШ.9) 
$ = = 

Таким образом, мы доказали, что функция $ (Р), выражаемая фор- 
мулой (ХУШ.8), есть решение интегрального уравнения (ХУШ.3). 
Легко доказать единственность ограниченного решения при усло- 
вии |^| М< 1. Для этого, предполагая интегральное уравнение (ХУШ.3)
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выполненным, применим к обеим частям этого уравнения оператор 

E+ QAR, 
k=1 

понимаемый в следующем смысле. 

(E+ 2MAM ff DIMA. 
k=] k= 

Мы получим: 

(E+ & MAN [((E— 2A) 1 = (Е -- ЖА}. 

Раскрывая скобки в левой части, получим: 

(Е-- № №А®) [(В— А) $] = 
Е =1 

=o 3) Ato — До — ХАНА =. (Х\И.10) 
k=1 k=1 . 

Отсюда 

Ф=(Е--» №А® р. 
9 

Следовательно, решение должно выражаться формулой (ХУШ.З) 
и является единственным. Если ввести обозначение 

В=Е— АА, 
то оператор 

E-L DIMA 
k==1 

естественно обозначить символом В”71. При этом равенства (ХУШ.9) 
и (ХУШ.10) примут вид 

BBM =f, (ХУШ.11) 

Bo Bf =f. (XVIII.12) 

Эти формулы оправдывают нашу символику. 

$ 3. Уравнение Вольтерра. 

В некоторых частных случаях ряд (ХУШ.8) может оказаться 
сходящимся на всей плоскости комплексного переменного A. Рас- 
смотрим соответствующий пример. Пусть область О одного пере- 
менного представляет собой полупрямую х >> 0, 

g(x) =) [ K(x, y) 9 (dy +/(*),
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и пусть ядро К(х, у) обладает свойством: 

K(x, у) =0 при у>х, 

[К (х, у)|< М. 

Тогда уравнение примет вид 

и ограничено 

ее) = [| Кб, у) 9) 4у-- f(x). 

Уравнения этого типа называются уравнениями Вольтерра. 
Предполагая попрежнему, что функция / ограничена постоянной Ё, 

и измерима, оценим величину 4}. Мы имеем: 

    

  

[АИ = ie оо < f rmay =o, 
0 

[49| = fees У) (АР < Гира, 

ГАЗУ = Г К даа < Г Е М, 

  

Следовательно, все Члены ряда (XVIII.8) 

У--ААГ-- РАЗУ... EMAIL 
по абсолютной величине не превосходят соответствующих членов 
ряда 

\Mx a 2:2 ем = Р-НЕ Ни...) 

сходящегося на всей плоскости Х. Отсюда следует, что ряд (ХУШ. 8) 
равномерно сходится в каждом конечном круге и представляет собой 
целую аналитическую функцию ^. 

  

8 4. Уравнения с вырождениым ядром. 

Рассмотрим ещё один частный класс интегральных уравнений, 

теорию которого легко построить. Полученные при этом результаты 

окажутся справедливыми и в болеее общем случае.
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Изучим интегральное уравнение (Х\УШ.З3) в предположении, что 
его ядро имеет специальный вид: 

М 

K(P, P)= 9 (Р) %(Р. (XVIIL13) 

Ядра вида (ХУШ. 13) называются вырожденны.ми. 
В соответствии с тем, что было сказано выше, условимся гово- 

рить, что система функций $, (Р), $5 (Р), ..., Фи (Р) линейно неза- 

висима, если не существует таких постоянных 4, 4, ..., “у, не 

равных одновременно нулю, для которых линейная комбинация 

11 (P) + аа (Р)--...-- ty Py (P) 

эквивалентна нулю. Систему функций $, (Р), $. (Р),..., Фи (Р), 

а также систему $, (Р), $.(Р), ..., Фи (Р) мы. можем считать линейно 

независимыми системами в области Д, ибо в противном случае можно 
выразить одну или несколько функций через линейную комбинацию 

остальных, и мы придём к ядру такого же вида, но с меньшим 
числом слагаемых. 

В дальнейшем, пока не сделано специальной оговорки, мы будем 
считать функции 

Pir oes Фм фь eee Vy 

ограниченными и имеющими лишь изолированные разрывы на конеч. 
ном числе гладких поверхностей. 

Уравнение (Х\УШ. 3) с вырожденным ядром имеет вид: 

М 

PP=AYW HP) «(ФозФрав,-- КР» = буша) 
~ D 

и, следовательно, разность 9(P)—f/(P) должна быть линейной 
комбинацией функций $ (Р), [=1,2,..., М с постоянными коэф- 

N 
(puuuentamn. Ilonaraa 9 (P)—f(P) =A х “.Ф,(Р) и подставляя это 

k=] 

выражение в уравнение (ХУШ. 14), получим: 

N N N 

Di tue (P) =A 3D e(P) [ Daups (Pd) (Py) dP, + 
Ке=1 leh 5 ko] 

N 

“+ (P) | WP df (Py aP,. 
= 4 

16 Зак. 1956. С. Л. Соболев.
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Так как функции $,(Р) линейно независимы, то коэффициенты 
при одинаковых функциях должны быть одинаковыми в обеих частях 
уравнения, и мы получим систему уравнений 

N 

y—h By ayy = fr (i==1, 2, ..., М), (XVIII. 15) 

где 

Ny = { On (P,) % (Р.:) аРь, | 
р 

(ХУ. 16) 
f= | f(Pde (P,) dPy. 

D 

Система (ХУШ.15) равносильна  интегральному уравнению 
(ХУШ. 14) Обозначим матрицу системы (ХУШ. 15) через МО): 

1 — 1. 1^, ——Mygh 2.6.  — МАМА 

М (A) — — То1^, 1 — Тоо^ eee — ТЬМА ||. (ХУЩ.17) 

—тмА  — тм^ ... т ТММА 

Разрешимость нашей системы зависит от определителя А (^) =| (A)| 
этой матрицы. 

Очевидно, при этом могут представиться два случая: 
I, AQA) 40, 

В случае [| имёем следующую теорёму: 
Теорема 3. Система (ХУШ. 15) при значениях \, для кото- 

рых А(^-Е0, однозначно разрешима при любых }, и уравнение 
(ХУШ. 14) разрешимо при любой функции }. 

В часткости, уравнение 

9(P) =) f K (P,P, (P,) dP, (XVIII. 18) 
D . 

которое мы назвали соответствующим однородным уравнением для 
(ХУШ.3), имеет при этом единственное тривиальное решение. Тео- 
рема 3 не требует доказательства. 

В случае И при значениях, для которых A (A) == 0, система (ХУШ.15) 
разрешима не при всяких Г, а следовательно, уравнение (ХУШ.3) — 
не при всяких /. 

При этом однородная система 

р | 

— Этна =0 (1=18,..., М) (ХУШ.19) 
kewl
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имеет Л№М— 0 линейпо иезависимых решений, где g—patr ма- 

трицы M (A). 
Пусть эти решения будут 

8 8 8) 
af?) af) eee, a (s = 1, 2, оо у №— 4). 9 a 

Уравнение (Х\УШ.18) будет, очевидно, также иметь ровно М— 0 
линейно независимых решений. 

Известно, что в том случае, когда определитель системы равен 
нулю, неоднородная система может не иметь ни одного решения. 
Мы напомним некоторое необходимое и достаточное условие для 
разрешимости системы (ХУШ.15). 

В силу условия А(^) =0 левые части (ХУШ.15) зависимы и, 
следовательно, можно составить линейные комбинации этих левых 
частей, обрашающиеся в нуль тождественно. В самом деле, умножая 
уравнения (ХУШ.15) соответственно на В и складывая, получим: 

N N N N N М 

>. В; — A > > 140,28, = У, ав, — A 2 > тыаау В: == 
1 =! k=] k i=) 1—1 , =1 

N м. м 

= >, а; [Вх — A У, тиви] == > ЛВ 
kee 1 1==1 | 

Можно подобрать В, так, что 

N 

8,—^ 2 Ты: =0 (2=1,9, о..., М). — (ХУШ.20) 
l=] 

Это следует из того, что определитель системы (ХУШ.20) равен 
Д (^) =0. Как доказывается в курсах алгебры, число линейно неза- 
висимых решений (Х\УШ.20) равно опять №М—а. Пусть эти решения 

будут: В", 85), ..., ВМ; = 1,2, ..., (М-9). 
Для разрешимости (ХУШ.15) необходимо выполнение равенства 

м 

В =0 (s=—=1, 2, oe, N—g). (КУШ,21) 
1—1 

В курсах алгебры доказывается, что эти условия являются также и 
достаточными. Подобно тому как система (ХУШ.15) соответствовала 
уравнению (Х\УШ.3), а система (ХУШ.19) — уравнению (ХУШ.18), 
можно установить соответствие между системой (ХУШ.20) и урав- 
нением 

b(P,) =) | K (P, P,) ¥(P) aP, (ХУШ.22) 
D 

которое мы будем называть однородным уравнением, союзным 
с уравнением (ХУШ.18). Подставляя вместо К (Р, Р.) его выражение 

16%
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и повгоряя дословно предыдущие рассуждения, мы убеждаемся, что 

решение уравнения (ХУШ.22) должно иметь вид: 

N 

g(P v= 2 Yb, (Р 1), (XVII.23) 

где В(— числа, удовлетворяющие (ХУШ.20). Отсюда получаем 

теорему. 
Теорема 4. Однородное уравнение (ХУШ.18) и союзное с ним 

уравнение (ХУШ.22) имеют одинаковое число решений, линейно 
независимых между собой. Это число равняется r= М— д, где 
д— ранг матрицы М (\), а М— число слагаемых в нашем выро- 
жденном ядре. | 

Подчеркнём, что однородные уравнения (ХУШ.18) и (ХУШ.22) 
имеют нетривиальные решения только для тех значений А, для кото- 
рых детерминант матрицы М (^) обращается в нуль. Эти значения ^ 
называются собственными значениями или характеристическими 
числами нашего уравнения, а число линейно независимых решений 
r= N—g, соответствующее данному характеристическому числу, 
называется его рангом. 

Подставим в уравнения (ХУШ.21) вместо }, их выражения. Мы 

будем иметь: 
NN 

Г (Р) 2 Bi) p, (P) dP = 0, (ХУШ.24) 

ИЛИ " 

f f(P) U2) (P) dP = 0, (ХУШ.25) 
р 

e 

Очевидно, что (ХУШ.21Т) и (ХУШ.25) равносильны. 
Будем называть две функции ортогональными, если интеграл 

от их произведения по’ области О равен нулю. Докажем следую- 
щую теорему. 

Теорема 5. Необходимым и достаточным условием разре- 
шимости уравнения (ХУШ.14) в случае П, т. е. при А (\) ==0, 
является ортогональность его свободного члена } ко всем реше“ 
ниям союзного однородного уравнения. ` 

Очевидно, что при этом общее решение уравнения (ХУШ.14) 

имеет вид y 

—@ 

9 (P)= 9 (P)+ 2 Ce P), (XVIII.26) 

где $9) (Р) —некоторое частное решение, a $8) (Р); = 2,... 

..., (— а) суть частные решения однородного уравнения (ХУШ.18). 
Теоремы 3, 4 и 6 носят название первой, второй и третьей шеореж 

Фредгольлиь
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Замечание. Первая теорема Фредгольма по существу следует 
из второй и третьей. В самом деле, если число линейно независимых 
решепий у союзного уравнения и у соответствующего однородного 
уравнения равно нулю (решений у этих уравнений всегда одинаковое 

число), то условия ортогональностн пропадают, и неоднородное 
уравнение будет однозначио разрешимо. 

До сих пор мы рассматривали уравнепия с вырожденным ядром, 
прелполагая, что функции $, (Р) и \%,(Р) не содержат параметра _. 

Пусть теперь функции $; (Р) и $, (Р) зависят ещё от комплекс- 
ного параметра Х^ и аналитичны в некоторой области @ изменения 
этого переменного. 

Тогда определитель А(Х) будег функцией от ^, также аналити- 
ческой в этой области. Допустим, что он не обращается в пуль 
тождественно. Тогда внутри ® второй случай (т. e. A(A)=0) 
может иметь место только в изолированных точках, ибо А (Л), 
как функция аналитическая, может иметь только изолированные нули. 

Полученный результат можно сформулировать в виде теоремы. 
4-я теорема Фредгольма. Если в уравнении с выро’кден- 

ным ядром функции, из которых составлено это ядро, суть аналити- 
ческие функции параметра Х в некоторой области @ в плоскости A 
и если хотя бы для одного значения Х уравнение однозначно раз- 
решимо при любой правой части, то второй случай (т. е. А (А) =0) 
может иметь место только для изолированных точек области ®. 

8 5. Ядро специального вида. 
Теоремы Фредгольма для общего случая. 

Разобрав решение интегральных уравнений в круге I<, 

а Также уравнений с вырожденным ядром, перехолим к анализу 
более общего случая. Пусть ядро уравнения (ХУШ.З) имеет вид 

М 

К(Р, Р!) = № ж(Р) (Ро ККР, Р), (ХУШТ) 
где 

| | K,(P, P;) |dP; <M, (ХУЩ.28) 
р 

ИК. (Р,Р|аР < М. (ХУШ.29) 
` р 

Уравнение (ХУГИ.3) примет при этом вид 

Ф(Р)—^ [ К, (Р, РФ (Р)аР = 
р 

М 

=) w(P) f Pde (PAP; +f (P). — (KVIIL.30)
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Будем рассматривать уравнение (ХУШ.27) при значениях ^, удо- 
] 

влетворяющих условию || м: Введём опять символические обо- 

значения 

$ (Р)—® f K,(P, Py) 9 (P,)dP, = (E—) 9 = By 9, 
р 

y¥(P)+ 2 MM Aky == Boy, 

Воспользуемся также соответствующими обозначениями для союзного 
уравнения 

piP)—Af KP, P)YP)dP= (E—M)p = Bey, 
D . . 

Легко проверить, что если положить 

BI (P,) = РЕ Х мА (р, 
то аналогично (ХУШ.11) и (ХУШ.12) получим: 

ВВ! (Ро=Её(Р,), В{— ВЕР) = ЕР, 
Проверим ещё две формулы, которыми мы будем пользоваться 

далее; 

f [В: $(РЛФ(Р) aP = |[ +(РУ[В*$(РЛаР, — (XVIIL.31) 
D р 

[Вр (Ру Р)ар = | х(РАв:— (Py) dP. — (УШ.82) 
р р 

В самом деле, 

fee 4epnar= fy) [ КР, Ру 9 (Ру ар, | ар = 
р р D 

= feof Ke, Prema ар, == | Фуа Рав 
р р D 

Отсюда непосредственно получаем: 

[+ (Р) в — хате аР == | $ (РУ ИЕ КА*] фар. ° 
р . р 

Так же доказывается и формула (ХУШ.32). 
Уравнение (ХУШ.30) запишется при этом в виде: 

B49 = A > Xr (P) | (Pi) 9 (Py aP, -F f (P). (AVIIL 33) 
i
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Введём новую неизвестную функцию, полагая В.о (Р) = у(Р). откуда 
Ф(Р) =В-1у(Р). Подставляя в уравнение (Х\УШ.30) это выражение 

и пользуясь равенством (ХУШ.32), получим: 

х(Р) =» (Р) fiP) 8-1 Py) dP,--f(P) = 
D 

=ALy(P) | BP) y (Py) @Py-E SF (P). — (XVIIL.34) 
D 

Таким образом, уравнение (ХУШ.30) перешло в уравнение с выро- 
‹денным ядром для новой неизвестной функции у (Р) с тем же сво- 
бодным членом. Обратно, если У(Р) есть решение уравнения 
(ХУШ.34), то функция Ф(Р) = В; *х(Р) будет решением уравне- 

пия (ХУШ.30). Для того чтобы убедиться в этом, достаточно под- 
ставить в (Х\УШ.34) вместо у(Р) его выражение: у (Р) = Во (Р). 

Покажем, что из теорем Фредгольма, справедливых ПО локазан- 
ному для нового интегрального уравнения относительно у(Р), выте- 
кает справедливость этих же теорем для первоначального уравнения 

при || < 7: 

Составим союзное однородное уравнение для уравнения (ХУШ.34) 

Y(P,) —A DB, (P,) fu (P)Y(P)dP=0. (хУШ.35) 
D 

Обозначим eBY!0 YACTb 9TOFO ypaBHeHUs Yepes w (P;). PynKuns w (P,) 
обращается в нуль тогда и только тогда, когда 

Bio (P;) =0. (XVII.36) 

Это значит, что уравнение (Х\УШ.35) имеет все те же решения, 
что и уравнение (ХУШ.36). Но 

Bio, (Py) = В\(Р)—^(Ъ | ж(Р) $ (Р)аР) Вы P,) = 
р 

= BY (PIA DEP) fury ear, 
D 

и, следовательно, уравнение (Х\УШ.36) есть союзное однородное 
уравнение для (Х\УШ.30). Таким образом, союзное однородное урав- 

нение для (ХУШ.34) и союзное однородное уравнение для (Х\У1.30) 
равносильны. 

Пользуясь развитой нами теорией, мы можем установить все 
теоремы Фредгольма для исходного уравнения. 

2-я теорема Фредгольма. Число 4 линейно независимих 
ешений соответствующего однородного уравнения для уравнения 

(ХУШ.30) и союзного с ним (ХУШ.36) совпадает,
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Достаточно установить совпадение числа липейно независимых 
решений у однородного уравиения, соответствующего уравнениям 
(ХУШ.34) и (ХУШ.36), эквивалентных рассматриваемым. Но число 
таких решений однородного уравнения, соответствующего (ХУШ.34) 

(ХУШ.35), одинаково в силу `2-Й теоремы Фредгольма, до- 
казанной нами для уравнения с вырожденным ядром. ‘Теорема 
доказана. 

3-я теорема Фредгольма. Необходимое и достаточное 
условие разрешимости уравнения (ХУШ.30) состоит в том, чтобы 
свободный член его был ортогонален ко всем решениям соозного 
однородного уравнения (ХУШ.З6): 

[ S(P)Y,(P)dP=0 (i=1, 2,..., 9. — С\УШ.37) 
р 

Заметим, что решения ф,(Р) уравнения (ХУШ.36) суть решения 
уравнения (ХУШ.35), а свободный член (ХУШ.30) и (ХУШ.34) одии 
и тот же. | 

Поэтому условия (ХУШ.37) выражают собою, как следует из 3-Й 
теоремы Фредгольма, установленной для уравнений с вырожденным 

ядром, необхолимые и достаточные условия разрешимости (ХУШ.34). 
Благодаря тому, что уравнения (ХУШ.34) и (ХУШ.30) разрешимы 

одновременно, условия (Х\УШ.37) будут необходимыми и достаточ- 
ными условиями разрешимости (ХУШ.30). Теорема доказана. 

1-я теорема Фредгольма. Если уравнение (ХУШ.З0) раз- 
решимо при любой функции }(Р) в правой части, то решение его 
единственно, и значит, соответствующее однородное уравнение 
имеет только тривиальное решение. Наоборот, если однородное 
уравнение имеет только тривиальное решение, то уравнение раз- 
решимо при любой функции Г(Р). 

Эта теорема, как отмечено выше, есть следствие 2-й и З-Й 
теорем Фредгольма. 

В нашем случае 4-я теорема Фредгольма имеет особенно простую 

формулировку. 
4-я теорема Фредгольма. Характеристические значения ^ 

1 
не имеют предельных точек внутри круга |^|< м: 

Доказательство вытекает из того, что Л ==0 не будет характе- 
ристическим числом для (ХУШ.3З0), так как иных решений, кроме 

х (Р) =/(Р), при этом значении Х не будет. 
В сил, 4-Й теоремы Фредгольма для вырожденных ядер, ха- 

рактеристические числа уравнения (Х\УШ.34), а значит, и уравне- 
ния (Х\УШ.30) не могут иметь предельных точек внутри круга 

1 
lAl<z, где регулярны функции, из которых составлено ядро. 'Тео- 

рема доказана.
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Мы доказали четыре теоремы Фредгольма для тех интегральных 
уравнений, ядро которых представимо в виде (ХУПТ.27). В прило- 
жениях часто встречаются ядра такого типа, что они допускают 
апроксимацию суммами вида 

N 

2 Ya(P) & (Pa) 
с любой степеныо точности в том смысле, что число М, равное 
верхней грани интегралов 

КФ, ар, |1К (‚В ар, 
р D 

может быть как угодно мало. 
Лля ядер такого типа все теоремы Фредгольма справедливы в круге 

сколь угодно большого радиуса, и единственной предельной точкой 

для характеристических значений А может служить со, 
Докажем, что это обстоятельство будет иметь место, например, 

если выполнепы следующие условия, очень часто встречающиеся в при- 
ложениях: 

1) Область О представляет собой некоторое и-мерное многообра- 
зие в некотором #-мерном кубе ©,:0<*%,<1, O< x, <1, ... 
....0 < ль < Т (или может быть взаимно однозначно и взаимно не- 
прерывно отображена па такое многообразие). 

2) Ядро К(Р,Р!) есть функция, непрерывная в 2и-мерном много- 
образии, и может быть непрерывно продолжена на 2А-мерный куб 9: 

O<x,<1(i=1, 2,...,4), 

0<y,<1l(i—1, 2, ..., Ю), 

где через х; обозпачены координаты точки Р в кубе 8, а через 
у; — координаты точки © в том же кубе. 

Очевидно, что оба эти условия будут выполнены, например, если 
область 2) есть поверхность в трёхмерном пространстве и функция 
К (Р, Р\) непрерывна при изменении Ри Р, вдоль этой поверхносги. 

Переходим к доказательству нашего утверждения. 
Согласно известной теореме Вейерштрасса о приближении непре- 

рывных функций многочленами, функцию К (Р, Р\), непрерывную 
в замкнутом 2А-мерном кубе, всегда можно представить приближённо 
с помощью многочленов от 28 переменных с любой наперёд заданной 
точностью. Но многочлен от х;, #=#1,2,..., Аи у;, #=1,9,..., №, 
всегда может быгь представлен в виде суммы произведений функций, 

зависящих только от х;, ..., Аи, на функции, зависящие только от 
Vy. e+ ey Ум Что и требовалось доказать. 

Из самого построения решения уравнения Фредгольма в нашем 
случае очевидно, что это решение будет аналитической функцией 

параметра А на всей плоскости, за исключением особых точек, являю- 
щихся характеристическими вначениями А и лежащих изолированно.
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$ 6. Обобщение результатов. 

Для того чтобы получить результаты, изложенные в $ 5 настоя- 
щей лекции, нет надобности требовать, чтобы ядро К; (Р, Р,) удовле- 
творяло обоим условиям (ХУШ.28) и (ХУШ.29). Достаточно допу- 
стить, что выполнено одно из них, например первое. Мы предположим, 
что выполнено условие (ХУШ.28) и не будем делать никаких пред- 
положений относительно интеграла 

fIK(P, Ppa. 
D 

Положим 

х(Р)) = А*$ == | К! (Р, Р;) $(Р)аР. 
р 

Докажем следующее основное свойство оператора 4*: если функ- 
ция $ (Р) суммируема, то и функция х (Р\) суммируема, и при этом 

fix @olaPi<m fly (Pyar. (XVIII. 38) 
D D 

Для доказательства рассмотрим функцию 2п переменных 

Ky (P, Py) 4 (P). 

Эта функция измерима как произведение двух измеримых функций. 
Кроме того, она суммируема как функция Зи переменных. В самом 
деле, справедливо очевидное неравенство 

Plait flK@, Pyar bar<am f te@ylar, 
D D D 

Повторный интеграл в левой части, очевидно, существует. На 
основании добавления к теореме Фубини (лекция VI, § 7, crp. 124) 
существует двойной интеграл 

Г ПР КФ, Pyar ap, 
DD 

и, следовательно, существует также двойной интеграл 

[ J eK (P. Pp aPaP, 
DD 

причём возможно изменение порядка интегрирования. Это означает, 
что имеют смысл обе части неравенства 

] | Тк, Py y(P)aPl | aP, < И Пк (P, Py yh) ae} dPy 

7 bo 
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и неравенство справедливо. Но 

fi fice, eye@rarh aP,= fleP i Pike &) 1ap,\ ap, 
D D D D 

что вместе с (ХУШ.28) непосредственно даёт (ХУШ.38). 

Теорема 6. Если последовательность ф, сходится в среднем 

к функции Фу. т. е. стремится к нулю интеграл 

1 — Фа, 

р 

то последовательность A*), сходится в среднем к А*ф. В самом 
делс, 

А — Азар = | 14" (АР ЗМ [1% — dul a, 
D р) D 

ошкуда и следует наше утверждение. 
со 

В частности, если ряд °= 2 и; сходится в среднем, то 
Cx 

oo 

А* = У, Аи, 
k=l 

где ряд справа сходится в среднем. 
Рассмотрим интегральное уравнение 

В*ф == (ЕВ —^А*) ф == у, (ХУШ.39, 

союзное для уравнения (ХУШ.3). Подобно гому как было найдено 
решение уравнения (ХУШ.З3), мы можем получить решение этого 
уравнения в виде ряда 

tp == BY -1y = yy + AA*y - AF + Ld. MARY +... (ХУШ. 40) 

Докажем, что формула (ХУШ.40) действительно даёт решение 
уравнения (ХУШ.39) в круге | 

] 

Установим, прежде всего, сходимость ряда в правой части (ХУШ.40). 
Применяя последовательно неравенство (ХУШ.38), получим: 

fiarae<m fixie, [ТА аР < М? | |клар, „.., 
р р D D 

Азар < М [1 yLaP, ong 
2 4
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Из полученных оценок непосредственно следует неравенство 

mM ah р m-- Dp 

Ji Me Athy ‚АРХ Ji > ваза |} ар = 

К== Fry ws fii D 

nL fp 1 -- 

== У АЕ J lary lar < (> Ами) Jaa, 
k= 

B «pyre |A|< > имеем: 

m+-p Haima 
m Van ПУ мамы [ар < 1 iar | (| aP. 

р kem 

При достаточно большом т правая часть неравенства будет меньше 
любого наперёд заданного числа. Следовательно, на основании тео- 
ремы о сходимости в среднем (лекция УТ, теорема 23) ряд (ХУШ. 40) 
сходится в среднем, и сумма его, обозначенная символом В*-1у, пред- 

ставляет собой суммируемую функцию переменной точки Р.. 
Докажем теперь тождества 

B*B*-1y ey, (XVIII. 41) 

В*-18*ф =. (ХУШ.42) 
Мы имеем: 

B*-1By = () —1A*4) + 1A¥ (p —AA*Y) ++ 32 ($ — 148) |... 
+ MA** (hb —^А*ф)-|-... ==. 

Далее, пользуясь теоремой 6 и сходимостью в среднем ряда 

У-НАА*У -- А А*у 1-...-- МА --..., 
получим 

(E—)A*) (y  AA*y АА #2, |... МАЖУ--...) ==, 

откуда В*В*-1, ==у. Послелнее тождество выражает тот факт, что 
функция В*-у является решением уравнения (ХУП.39). Тожде- 
ство (ХУШ.42) показывает, что В*-1у есть единственное решение, 
так как из уравнения (ХУШ. 39), применяя к обеим частям опера- 
тор В*-1, получим ф = B¥-ly, 

Все остальные рассуждения для уравнений, ядра которых удовле- 
творяют лишь условию (ХУШ.28), дословно совпадают с доказа- 
тельствами из 6 5. 

$ 7. Уравнения с неограниченными ядрами специального вида. 

Рассмотрим ядро К (Р, Р,), где точки Р, Р, принадлежат ограни- 
ченной области О. Обозначим через г расстояние между точками Р_ 
и Р;. Предиоложим, что ядро К(Р, Р,) непрерывно всюду по сово-
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купности переменных точек Р, Р, при г-Е0, а при г->0 стремится 
к бесконечности, удовлетворяя во всей области 2 неравенству 

А 
|К(Р, P,) | <a 

где O<a<n. 
Покажем, что для ядер такого типа все наши условия выполнены 

и что ядро К(Р,Р\) в этом случае представимо в виде (ХУШ.27) 
при сколь угодно малой постоянной М в неравенстве (ХУШ,28). 

Рассмотрим функцию 

K* (P, P,) = min [к (P, P,), =| 

где 8-—заданное положительное число. 
Оценим интеграл 

[К(Ф,2) —К*Ф, 2) | ар, 

р 

Pasnocth K(P, P,;)—K* (P, Py) может быть отлична от нуля 

лишь в области г<8, ибо во всех остальных точках К(Р, Р;) <= 

и, значит, К*Р, Р,) = К(Р, Р.). Функция K(P, P,)— К*(Р, р) 
всюду неотрицательна и при г «6 удовлетворяет неравенству 

] 1 0<K(P, Pi) —K*P, Pd) <A(— =) 
Отсюда получаем: 

J | K (P’, Py) — K* (P, P,)| аР, =| [К(Р, В,)—К*(Р, Р)]аР, <, 
D 

<A | der, <5 
r<i 

если только 6 достаточно мало, при произвольном положительном 
числе ес. 

Функция К*(Р, Р;) как минимум двух непрерывных функций 
непрерывна при г-5Е0. В окрестности поверхности г==0 она по- 

стоянна, равняясь >», и, следовательно, также непрерывна. Таким 

образом, эта функция на основании $ 5 представима в виде 

М 

K* (P, P,) = 21% (P)p (P+ Kg, Py; 

где 

Е fis P,) dP, <5.
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Следовательно, 

№ 

К(Р, Р)= ФР), (Ру Ka (P, Ps) IK (P, Р)—К*(Р, 21. 

Полагая 

К: (Р, Р) = К. (Р, Pi) -|- [К (ФР, 2.) —К*(Р, Py), 

будем иметь: 

[1K Pplar.< 
р 

< ПКР. Рав, ПКР, К* (Р.РОаР, < $ 1 
р D 

Таким образом, для ядер рассматриваемого типа теоремы Фред- 
гольма справедливы на всей плоскости комплексного параметра ^, 
так же как и для непрерывных ядер, что и требовалось доказать.



ЛЕКЦИЯ ХХ. 

ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРИИ ФРЕДГОЛЬМА К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ 

ДИРИХЛЕ И НЕЙМАНА. 

$ 1. Вывод свойств интегральных уравнений. 

Развитая нами теория уравнений Фредгольма позволяет перейти 

к непосредственному решепию задач Дирихле и Неймана, которые 
были нами ранее сведены к задаче отыскания решений некоторых 
интегральных уравнений. 

Мы начнём с некоторых вспомогательных предложений. 
Везде в дальнейшем мы будем рассматривать поверхности 5, 

гладкие в смысле Ляпунова. 
Лемма 1. ГЛусть поверхность $ удовлетворяет условиям § 4 

лекции ХУ, (5) — непрерывная функция и потенциал простого 
слоя 

__ | У(5) 45 
— | —— (XIX, 1) 

Ss 

09 
имеет внешнюю нормальную производную al на 5, тождественно 

с 

равную нулю. Тогда плотность ъ(5) равна нулю тождественно. 
Доказательство. Как указано в $ 4 лекции ХУ, в условиях 

леммы, 9 имеет правильную нормальную производную. Несколько 
видоизменяя приведенное выше доказательство единственности реше- 
ния внешней задачи Неймана, можно убедиться, что теорема един- 

ственности остается справедливой. 

Рассматриваемый потенциал есть гармоническая функция вне по- 
1 

верхности ©, обращающаяся в нуль на бесконечности, как _. Её нор* 

мальная производная извне равна нулю на $5. Следовательно, везде 
вне 5 этот потенциал тождественно равен нулю. 

Потенциал простого слоя есть функция, непрерывная во всём про- 
странстве. Следовательно, его предельное значение изнутри тоже нуль. 

Применим теперь теорему единственности для внутренней задачи 
Дирихле. Рассматриваемый потенциал есть гармоническая функция 
внутри 5. Её предельное значение на поверхности есть нуль. Следо- 
вательно, она тождественно равна нулю.
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При этом предельное значение её нормальной производной изнутри 

есть также нуль. 
Пользуясь тем, что 

ou 
Ont, 

и замечая, что нормальная производная х имеет пределом нуль и 

изнутри и извне, видим, что плотность есть нуль, что и требовалось 

доказать. 

— sl = Anv(S), (XIX.2) 

on 
ремы единственности для задачи Неймана функция эх есть постоянная 

внутри 5. 
Лемма 2. Если в тех же предположениях относительно у (5) 

, ov 
Если предельное значение ar, на $ равно нулю, то в силу тео- 

до имеем | == О и v,==0, шо плотность тождественно равна 
1 

нулю. 
Доказательство этой леммы совпадает с доказательством преды“ 

дущей. 
Потенциал 9 есть функция непрерывная, значит ©, ==0. Из един- 

ственности решения внешней задачи Дирихле следует, что о — то- 
ждественный нуль также и вне 5. Но при этом и формула (ХХ.2) 

даёт 

у ($) =0 

что и требовалось доказать. 
Эти леммы позволяют непосредственно перейти к исследованию 

интегральных уравнений Фредгольма. для задач Дирихле и ‚Неймана, 
выведенных нами в лекции ХУ. 

Мы получили уравнения: 
для внутренней задачи Дирихле — 

2 (0-Е | [К(» $)в ($) 4$ = 9 (So); (XIX.3) 

для внешней задачи Hetuana— 

¥(S5) + | J K(S, So) ¥(S)dS = 4 (So); (XIX.4) 

для внешней задачи рик — 

2 (5%) — J [ KG S)p(S) dS = 9 (So) (XIX.5) 

для внутренней задачи Неймана — 

(59 — [[ КС, 50)*($) 45 =4(5). (XIX.6) 
Я
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Anpo K (So, S) umeer Bug 

K (Sy, 8) = ED, (XIX.7) 

В силу (XV.6) umeem HepaBeHCTBO 

A 
[К (5 5) |< 5. 

Следовательно, ядро К\($‹,э) принадлежит к числу неограпичен- 
ных ядер специального типа, рассмотренных в лекции ХУШ, ибо 
в нашем случае, пользуясь обозначениями предыдущей лекции 
(см. § 7, лекция ХУШ), имеем: 

n=2, @==2—S8 <n. 

Таким образом, для этих уравнений имеют место все теоремы 

Фредгольма. 

$ 2.. Исследование уравнений. 

Теорема 1. Уравнения (Х/Х.3) и (ХХ.4) всегда пмеют един 
ственные рещения. 

Докажем это. Допустим, что интегральное уравнение 

(50 -+ | [к ($, $0) › (5) 4$ =0 (XIX.8) 
5 

имеет решение у(5). Благодаря усиленной полной непрерывности 
интегрального оператора с ядром К($, 95), второе слагаемое 

B (XIX.8) непрерывно, следовательно непрерывно и первое сла- 
гаемое. Потенциал простого слоя 

© = [ras 
r 

$ 

с непрерывной плотностью у (5) имеет, как мы видели в 6 4 лек- 
wid XV, правильную нормальную производную. 

Предельные значения нормальной производной этого потенциала 
выражаются, как мы видели (теорема 2 из лекции ХУ), через плот- 
ность формулой 

т ( (So) ++ f [ K(S, So) v(S) ds ) 
5 

и в силу уравнения (Х1Х.8) равны нулю. Согласно лемме 1 из пре- 
дыдущего параграфа у ($5) ==0 и, таким образом, однородное уравне- 
ние, соответствующее (Х/Х.4), не имеет нетривиальных решений. 

17 Зак. 1956. С. Л. Соболев.
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При этом 1-я теорема Фредгольма даёт нам, что союзное одно- 
родное уравнение, совпадающее с (Х]Х.3) при Ф‹ =0, тоже не имеет 
нетривиальных решений. Далее, из той же теоремы Фредгольма 
следует существование определённого единственного решения у (ХХ.3) 
и (Х[Х.4) при произвольных правых частях. 

Следовательно, мы можем получить решение этих уравнений, 
а одновременно и решение внутренней задачи Дирихле и внешней 
задачи Неймана. 

Из доказанного, между прочим, вытекает доказательство вто- 
рой половины теоремы Ляпунова из лекции ХУ, стр. 916. 

Переходя к решению внешней задачи Дирихле и внутренней 
задачи Неймана, докажем следующую теорему. 

Теорема 2. Каждое из уравнений 

»(So)— f f K (So, S) p (S) dS = 0, | 
5 

t XIX.9 
у (50) — f [ K(S, So) ¥(S) dS =0 | OEY) 

S 

имеет одну и только одну фундаментальную функцию. ` 
Прежде всего, заметим, что уравнения (ХХ.9) союзны (сопря- 

жены), и, следовательно, число линейно независимых решений у них 
одно и то же. 

Для первого из уравнений (Х]Х.9) такой фундаментальпой функ- 
цией служит единица. В самом деле, потенциал двойного слоя 

при и==1 даёт величину телесного угла, под которым видна по- 
верхность $, и, следовательно, его значения извне есть нуль. Но 
левая часть первого из уравнений (Х!Х.9) есть как раз предельное 
значение потенциала двойного слоя извне, и поэтому в ==1 должно 
обращать эту левую часть в нуль. Следовательно, число фундамен- 
тальных функций каждого из уравнений (XIX.9) не меньше одной. 

Покажем, что каждое из уравнений (Х]Х.9) не может иметь двух 
линейно независимых решений. 

Повторяя в точности рассуждение, приведённое в доказательстве 
теоремы 1, убеждаемся, что все решения второго из уравнений 
(ХХ.9) удовлетворяют условию (ХУ.13). 

Если бы существовали две фундаментальные функции у, (5) и 
% (5), то оба потенциала 

| w= | | 9.45 и v= | | »Sas 
S 8
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были бы гармоническими функциями внутри области, ограниченной $5, 
и имели бы в этой области первые производные, непрерывные вплоть 

OU; OV» 
до границы. При этом предельные значения in | и el, у обеих 

функций были бы равны нулю; на основании теоремы единственности 
решения задачи Неймана обе эти функции представляли бы собой 
не что иное, как постоянные. Заменяя у;, == 1, 2, Ha a;%,, где а, 
1—1, 9, — постоянные множители, мы можем добиться того, чтобы 
оба потенциала 9; и 9. были бы равны единице внутри области. 
Предположим, что это сделано. При этом потенциал 

о — == | | 16,5) —(5))45 
5 

с плотностью ъ; (5) — у. (5) будет равен нулю внутри. 
Его предельное значение 9; будет также равно нулю по непре- 

рывности потенциала простого слоя. По лемме 2 плотность у, ($)—% ($) 
должна равняться нулю, что и доказывает нашу теорему. 

Нами доказано существование собственной функции %($5) вто- 
рого уравнения (Х!Х.9). Можно считать, что величина потенциала 

VU) = | | №65). 4$ внутри области ®, ограниченной поверхностью 5, 
Г 

равна единице. Функция %, (5) даёт соответствующее распределение 
электрических зарядов на поверхности проводника, заполняющего 
область @, ограниченную поверхностью $. Задача о нахождении 
потенциала заряженного проводника носит название задачи Робэна, 
а сам потенциал 9 называется потенциалом Робэна. 

Внутренняя задача Неймана заключалась в отыскании гармониче- 

ской функции, такой, что 

ди с. | ==/, ($). (XIX.10) 

Теорема 3. Для существования решения внутренней задачи 
Неймана необходимо и достаточно, чтобы правая часть (Х[Х.10), 
т. е. функция }1(5), удовлетворяла условию 

f J Л: ($) 45 =0. (XIX.11) 
5 

Необходимость этого условия вытекает из того, что если при- 
менить формулу Грина (У.16) кии 1 (0бе эти функции гармони- 
ческие), то мы получим: 

ди 
o= | a as—[ | f,(syas. 

5 5 

17*
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Достаточность следует при этом из того, что единица есть един- 
ственное решение интегрального уравнения (ХХ.5), союзного с (Х[Х.6). 
Поэтому, если свободный член Ф(5) уравнения (ХПХ.6) ортогонален 
к единице, то это уравнение по теореме Фредгольма разрешимо. 
Но $(5) отличается лишь множителем от }, ($5), и, следовательно, 
условие (Х!Х.11) необходимо и достаточно для решения уравне- 
ния (ХГХ.6), а с ним и задачи Неймана. 

Перейдём теперь к решению внешней задачи Дирихле. 
Как мы видели, интегральное уравнение (Х[Х.5) может и не 

иметь решения, так как соответствующее однородное уравнение имеет 
нетривиальное решение. Этого можно было ожидать с самого иа- 
чала. Искомая гармоническая функция и, удовлегворяющая условию 

u|,=f(S), (XIX.12) 

как мы видели, единственна. Она будет стремиться к нулю на бес- 
A 

конечности, вообще говоря, как = (см. теорему 1 лекции ХП), как, 

1 
например, гармоническая фуикция _, равиая единице на едипичной 

сфере. 
Мы же пытаемся представить функцию в виде потенциала двой- 

ного слоя, который убывает, как 55. Разумеется, такое ипредставле- 

ние может оказаться невозможным. Попробуем теперь в соответствии 
с этим искать решение виешней задачи Дирихле в вилс 

a 
=F iy, 

где « — неопределённая постоянная, гу — расстояние точки (x, y, 2) 
до начала координат, которую мы будем считать выбранной впу- 
три 5, а и, —потенциал двойного слоя 

ai 
- и || т p(S) dS. 

8 

Значения и, на поверхности 5 будут: 

uy |s =1()— р. 

  

Уравнение (Х/Х.5) превратится при этом в уравнение 

в (50 — || [| Кбь5)ь (5) 48 =9 бо-- жд |: (х.9) 
5 0



§ 2] ИССЛЕДОВАНИЕ УРАВНЕНИЙ 261 

Потребуем, чтобы свободный член этого уравнения был орто- 
гонален к \%(5) — собственной функции второго уравнения (XIX.9). 
Мы получим 

, a у (5 
[| # ($0) %9 (So) Sot ge | [| AEP dSo = 0. 
°5 8 

Интеграл во втором слагаемом равен единице по предположе- 
нию, и мы получим: 

а= — 9 | [Ф(50)% (50) 45°. 
5 

“Определив, таким образом, постоянную а, мы получим из (ХХ.13) 
разрешимое уравнение. Решая его, получим тем самым решение внеш- 
ней задачи Дирихле.



ЛЕКЦИЯ ХХ. 

ФУНКЦИЯ ГРИНА. 

$ 1. Дифференциальные операторы с одной независимой 
переменной. 

Во многих задачах математической физики, с которыми мы 
встречались, неизвестная функция определялась, помимо дифферен- 
циального уравнения, ещё условиями на границах области задания 
неизвестной функции. 

Таковы были в своём большинстве задачи, связанные с реше- 
нием уравнений эллиптического типа. Несколько позднее мы будем 
иметь случай убедиться в том, что и при решении краевых задач 
для уравнений других типов умение решать такую задачу с усло- 
виями на границе области приносит существенную пользу. Для того 
чтобы детальнее исследовать важнейшие свойства решений этих 

краевых задач, мы зададимся цельо дать в явном виде представление 
таких решений. 

Начнём с простейшего случая. Будем искать решение обыкно- 
венного уравнения 2-го порядка 

Ly = p(x) y" +4 (x) -r (x) y =f (x) (XX. 1) 
в промежутке 90<х<1, удовлетворяющее некоторым условиям на 
границах х=0и х==1. 

Мы предположим, что функция р(х) непрерывна с производными 
до 2-го порядка и не обращается в нуль в промежутке О<%х< 1. 
Второе условие мы впоследствии снимем в некоторых примерах. 
Функцию 4 (х) мы предположим непрерывной с производной 1-го по- 
рядка, а функцию г(х) непрерывной в том же промежутке. 

Хотя эта задача относится, формально говоря, к теории обыкно- 
венных дифференциальных уравнений, тем не менее мы разберём её 
подробно. Нам придётся сделать несколько важных предварительных 
замечаний. 

Составим оператор, сопряжённый с оператором Су (см. 5 2 (\)). 
Этот сопряжённый оператор будет иметь вил: 

Ma = (p (x) 2)" — (y (x) 2) --г(*) 2 (XX, 2)
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Операторы /М и Ё связаны между собой соотношением: 

4 („Чу d (p2) 
zlLy— yMz= az (P2 ЕЯ: + у») . 

Формула Грина для отрезка [0,1] для этих операторов имеет вид: 

{Роуото-— Рауого (Чо — Ро) Уого} —{ PLV121 — P1121 + (91 — PD 21} + 
1 

+ [ (ely —yMz)dx = 0, (XX.8) 
0 

где индексы 0 и 1 указывают, что берутся значения функций соответ- 
ственно при х =0 и при х==1, например: 

= (0), у=у(0), 21==2’ (1). 

Если функции у и г выбраны так, что фигурные скобки в фор- 
муле (ХХ.3) обращаются в нуль, то эта формула упрощается, и мы 
получим: 

1 

f (2Ly — yMz) dx =0. (XX.4) 
9 

Может случиться, что формула (ХХ.4) справедлива для любой пары 
функций у иг, принадлежащих некоторым двум семействам (у) 
и {2}. Такие два семейства мы будем при этом называть сопряжён- 

ными. 
Разберём несколько примеров сопряжённых семейств функций для 

оператора (ХХ.1). 
Будем изучать семейства функций у, удовлетворяющие на грёни- 

цах одному из двух линейных условий: 

) »=—5, (XX.5) 
If) Роу + Vy = 0, 

на конце х==0, и аналогично 

I) y, =0, (XX.6) 

I) pyJi + Py, = 9, 

Ha конце х=—1. 
Представим первую фигурную скобку формулы (ХХ.3) в виде 

— Yo [Pozo + (ро — Yq + 4%) 29] +2 [Povo -р во,
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где о — некоторое постоянное. Подобным образом представим и вто- 
рую скобку. Тогда формула (XX.3) перепишется Так: 

— Yo [(рг)' -- (@ —9)=-=о-Н го [ру’-- в] ео 
1 

+r | (2Гу — уМг) ах-- у, (рг) -- (В — 9) Z]a=1 — 
0 

—2,[py’ + Bylea1=0, (XX.7) 

где В— также постоянное. 
Из этого представления вытекает несколько простых следствий. 
Если семейство [у} удовлетворяет на конце х = 0 первому усло- 

вию, то для того чтобы обращался в нуль только внеинтегральный 
член при х==0, в качестве семейства {2} можно взять любое семей- 
ство функций, удовлетворяющих при х == 0 условию 

[6) 20 =— vv. 

Если семейство {у} удовлетворяет второму условию на конце 
х==0, то семейство {2} достаточно подчинить условию: 

1) рого-Е (ро — 09-4) = 0. 
Для семейства {у}, подчинённого обоим условиям, т. е. у кош- 

a 

Pore Yo==No==O0, MOKHO фуикции [2! никаким условиям при х==0 
не полчинять. Обратно, если пе пакладывать ограпичений па семей- 

; 

ство {у}, то функции {2} нужио подчипить условиям 2 = 2 == 0. 
Совершенио так же можно исследовать конец х =1, где условия, 
разбираемые пами, будут иметь вид: 

J) У! — 0, 

WI) py, + Py = 9, 
I*) z,=0, 

12) pz, +(e, — 91 + 8)2; = 09. 

Условия [ или П®, поставленные на обоих концах промежутка, 
являются достаточными для того, чтобы семейство {2} было сопря- 
жённым с семейством {у}, если для последнего выполняются условия | 
или П. Эти условия будут и необходимы, если в качестве семейства 
{У} взять множество всех функций, удовлетворяющих условиям | 
или П на обоих концах промежутка и имеющих достаточное коли- 
чество . непрерывных производных. В дальнейшем мы будем опреде- 
лять семейства {у} и {2} именно таким образом. 

Можно рассматривать и более общий тин условий, наклады- 
ваемых па семейство {у}. Эти условия общего типа могут связывать 
значения у и У’ на обоих концах. Мы не будем заниматься перечис-



§ 2] СОПРЯЖЁННЫЕ ОПЕРАТОРЫ И СОПРЯЖЁННЫЕ СЕМЕЙСТВА 265 

лением или классификацией таких условий, укажем лишь на способ 

их получения. 
Билинейная форма 

Ф (%, Ух Ув» У 2% 2, 2, 2) 

= PV — РоУо2 Е (Чо — Ро) Уо2о — РУ 21 FE 01912, — (91 — Ру) уг 

двух Четвёрок переменных уничтожается для произвольных значений 
одной четвёрки тогда и только тогда, когда значения всех перемен- 
ных другой четвёрки суть нули. Если между переменными одной 

четвёрки, например У, Yo Yp Ур существуют линейные связи, то, 

выражая некоторые из переменных через остальные, мы превратим 
эту форму в другую форму, линейную относительно у, но зависящую 
от меньшего числа переменных. Условием уничтожения этой формы 
будет обращение в нуль коэффициентов при этих оставшихся пере- 
менных. Таким образом, сумма числа условий, наложенных на {у} 
и на {2}, равна четырём. 

Рассмотрим, например, уравнение 

Гу == у" -Е Ау =0. 

При этом р=1, 9 =0, г= А?, и пусть условия, наложенные на 
семейство {у}, булут 

Jo =I 

==, 
Согласно нашей теорпи форма Ф примет вид: 

Ф==у (2 —2,) - у, (22—21) == 0. 

Следовательно, сопряжённые условия будут: 

20 — “1) 

2, =2. 

$ 2. Сопряжённые операторы и сопряжённые семейства. 

Понятие о сопряжённых семействах или сопряжённых условиях 
относится не только к обыкновенным уравнениям 2-го порядка. Его 
легко перенести на случай, когда оператор Г, есть линейный лифферен- 

циальный оператор с частными производными любого порядка. Выше 
мы определили понятие оператора М, сопряжённого с данным диф- 
ференциальным оператором Г. Интегральную формулу, справедли- 
вость которой для двух сопряжённых операторов была выше доказана, 
мы можем теперь принять за определение сопряжённых операторов. 

Определение. Олератор Му мы будем называть сопряжеён- 
ным с оператором [и и два семейства функций {и} и {9}, задан»
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ных в области @, мы будем называть сопряжёнными относительно 
и М в этой области, если 

f vLu dQ = Г uMv dO (XX.8) 
Q 8 

для любых функций и и ® из соответствующих семейств. 
Условия, которыми определяются два сопряжённых относительно 

операторов Г, и М семейства, носят название сопряжённых. 
Определение. Опвратор Г называется самосопряжённым, 

если ему сопряжённый совпадает с ним самим, т. е. 

Mus Lu. 

Аналогично для любого самосопряжённого оператора семейство 
функций, совпадающее со своим сопряжённым, называется само- 
сопряжённым семейством. 

Мы рассмотрим ещё несколько простейших примеров. 
Пример 1. 

Ly = poy + py) +... + pny. 
Семейство функций {у} на отрезке O<Cx<1 BHGepem так, 

чтобы иметь: 

Vo У ==... = УВ == 0. (XX.9) 

Легко видеть, что сопрякённый оператор будет 

„ 92 (Руг) _1 97-1 (р12) 
Mz = (— 1) hue +(— 1)” а eee bint 

Заметив, что 

= -Н (— yy St = 

=z | dm— yy dy di -3p dy qm—-3p 
oe? 9 

Е: 
  

a fe ree ernie aE 

? qxm—1—~ dx dem=t V dxtaein-3 
легко взять в конечном виде неопределённый интеграл 

[ (2гГу — уМг) ах. 

Не вычисляя его до конца, мы видим, что он выразится как били- 
нейная форма относительно производных 

у, У’ Фо Фу у®—\, =, 2", @ eer, 2—1), 

коэффициенты которой суть функции переменной х. 

В силу условий (ХХ.9) значение этой билинейной формы при х == 
есть нуль. Для того чтобы её значение при Хх =1 также было нулём,
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достаточно положить: 

2,582, ... 2 0. (XX.10) 

(Это же условие и необходимо, если мы ничего не знаем относи- 
тельно значений у и её производных при х==1.) 

При этом 

1 

[ау —уМг) ах =0. 
0 

Таким образом, условия (ХХ.10) —сопряжённые с (ХХ.9). 
Пример. 2. Рассмотрим оператор 

Lu = Au (XX.11) 

и пусть изучается семейство функций {и} в области ® двух пере- 
менных х, у, ограниченной контуром $, удовлетворяющих условию 

[Satan Bo] =o, (XX.12) 

Ou 
где 57 — Производная по внутренней нормали в точке контура, 

Ou 
55 —— производная по касательной, соответствующей положительному 

обходу контура. Формула Грина даёт: 

J J wao—oan aa | (о seu se ds = 

им) ибо (м-н) } a 
Интегрируя по частям член 

ди 
| Bu = ds 
8 

и замечая, что внеинтегральные члены пропалут, благодаря периодич- 
ности на контуре функций В, 9 и и, будем иметь: 

| | @se—oawao— 

= | [бам up 9 Sao — 2] | as,
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Естественно назвать выражение 

д 08 до 

lan + (2+ 5) — |, 
сопряжённым с (ХХ.12) относительно оператора A. 

Сопряжённые относительно оператора А семейства будут — семей- 
ство {и}, удовлетворяющее условию 

ди ди 
[ина 9% | =0, 

и семейство {9}, удовлетворяющее условию 

Ov op 0%] _ 

an (2—9) — Fag], =o 
Для двух таких семейств получим: 

[ром } fj и Ао а. 

Пример 3. Если семейство (и} есть семейство функций, не пол- 
чинбиных никаким требованиям, то сопряжённое семейство в области ® 

относительно оператора Лапласа будет удовлетворять двум условиям: 

Ov 

2 =% FL   

Это следует из того, что только при указанных условиях интеграл 

[ f @40—vda) ae 
2 

обращается в нуль при произвольном выборе фупкции и, что п 

является условием сопряжённости. 

На этих примерах нами достаточно нояснено понятие о сопряжён- 

ных семействах и сопряжённых операторах. Переходим теперь к более 

детальному исследованию задачи. 

$ 3. Основная лемма об интегралах сопряжённых уравнений. 

Поставим следующую задачу: найти решение уравнения (ХХ.1), 
удовлетворяющее условиям 

[apy + Povla—o = M%, (XX.13) 

[o,py’ + By Veni = a, 

или условиям 

a зу’ - “Pol xx == 0, [ of f Bo) |“ 0 (ХХ. 13’) 

[ру Е ВУ =1==0.
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Задачи подобного рода встречаются, например, если нам нужно 
найти форму равновесия струны переменной плотности и переменного 
натяжения, на концах которой задано некоторое соотношение между 
отклонением и составляющей на ось у натяжения струны. Переменное 
натяжение может зависеть от того, что струна не горизонтальна. При 
этом вес каждого её участка будет влиять на величину натяжения 
выше этого участка. 

Лемма 1. Пусть Гу==ру"-Н ау’ гу и Мг==(рг)" —(42)’ 
+rz—0dsa сопряжённых оператора с коэффициентами р(х), 
9(х), г (х), непрерывными на отрезке 0 < х< 1, причём р (х) обла- 
дает двумя непрерывными производнылш, а 4 (х)— одной непре- 
рывной производной на том же отрезке. 

Кроме того, предполагается, что р(х) нигде на нашем отрезке 
не обращается в нуль. Тогда, если у, (х) удовлетворяет уравнению 

Гу =0 (ХХ.14) 
и условию , 

у [40ру’ -Н ВоУа-=о == 0, . (ХХ.15) 
то функция x 

f 5 ax 

21 (x) = Do (XX.16) 

есть решепие сопряжённого уравнения 

Мг = 0, (ХХ.17) 

удовлетворяющее условию 

[(@0р2)’ - (Во — %09) 2ш==о == 0, (ХХ.18) 

сопряжённому с условием (ХХ.15). Доказательство этой леммы можно 
выполнить простой проверкой. Имеем: 

т т 

Ч aa Гоа 

/ ‘ С р 9 с р 

(р21) =e -РУ!: т е , 

Pd ay 
Jp 4 „ , 

Mz, = [(рг:) — gal’ Е га: =е° Spy a try =0. 

Таким образом, функция (ХХ.16) есть действительно реше- 

ние (ХХ.17). Проверим теперь выполнение условия (ХХ.18): 

(0021)! -+ Po — во) едет 

4 
= | aay -Е Чоу! 7 + (= “et. y, leno ес 

I , J Dp 

= | (ору: Г №) | c= 02" 
Лемма доказана,
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Аналогично, если у› есть решение уравнения (ХХ.14), удовле- 
творяющее условию 

[ру + PiVela=1 = 9, (XX. 19) 
TO 

я 

f gas 
2. == 28 ев (ХХ.20) = р . 

будет решением уравнения (ХХ.17), удовлетворяющим условию: 

[(a,p2)" ++ (8; — 449) 2]e—1 = 0. (XX.21) 
Формулам (ХХ.16) и (ХХ.20) можно придать несколько другую форму 
в случае, если у, и у линейно независимы. Пользуясь известным 
выражением определителя Вронского: 

м 

с С [уз — Узу] == е (XX.22) 
‚мы будем иметь, фиксируя должным образом постоянный произволь- 
ный множитель, 

а» 

S
h
e
 

  

  

#1 — 7 v1 7 ? 
P[I132— Vo II 

2 7 (ХХ.23) а — ; . 
Р [71У.— У] 

Замечание. Очевидно, что наша лемма взаимна и может быть 
формулирована так: 

Если 21 и г. — решения уравнения /Иг == 0, удовлетворяющие соот- 
вегственно условиям (ХХ.18) и (ХХ.21), то 

x , ба 

2 рае —] раз 
у! == ae =<=-Cpz,e ° , 

м 2 

О ae — [ Таз 
С 

z 
Yq > e° = Cpze ° , 

где С — некоторое постоянное, являются решениями уравнения Ду == 0, 
удовлетворяющими соответственно условиям (ХХ.15) и (ХХ.19). 

а #1 __ ad 1 Из формул (ХХ.23) следует 1. (in = (in *), т. е. 

—  —> 3 = — ee eee 

ИЛИ 

  

7 7 , 7 1 1 

2125 — 29%, — У1.2 — У У1 
— — — , 

2122 У! У2 PI122 DP Y21
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откуда имеем: 

а ‚ю У == р, (ХХ.23') 
р (212. — 2.2.) р (212, — 2221) 

i= 

Полезно ещё заметить формулы 

Vo = Voy 

{ ’ , / 1 

J 1%, Vo = Sg V1 = 

проверяемые непосредственно. 
Следствие. Если уравнение (ХХ.14) имеет нетривиальное 

решение, удовлетворяющее условиям (ХХ.15) и (ХХ.19), то уравне- 
Hue (XX.17) имеет нетривиальное решение, удовлетворяющее усло- 
виям (ХХ.18) и (ХХ.21), и наоборот. 

При дальнейшем исследовании нам важно будет различать два 
случая: 

1. Уравнение (ХХ.14) не имеет нетривиальных решений, удовле- 
творяющих условиям (ХХ.165) и (ХХ.19). 

2. Уравнение (ХХ.14) имеет такое решение. 
Мы докажем далее, что в первом случае уравнение (ХХ1.1) всегда 

имеет определённое единственное решение, удовлетворяющее усло- 
виям (ХХ.13). Во втором случае это будет не так. 

Задачу о нахождении решения (ХХ.14) при условиях (ХХ.15) и 
(ХХ.19) мы будем называть однородной задачей. 

Пусть у, есть решение однородной задачи. Нетрудно видеть, что 
такое решение может быть только одно с точностыю до постоянного 
множителя. Действительно, если у, и у›— два линейно независимых 
решения уравнения (ХХ.14), то их определитель Вронского не равен 
нулю; следовательно, отношения 

и 3 awe 9 
Я Уз 

наверное, не равны между собой, и поэтому ни у, и никакая линей- 
ная комбинация 

C1 + Cove, 

где С. -Е0, не удовлетворяют условиям на границе, 
По следствию из леммы 1 (ХХ) 

4 
7 42 

У рв 
р 

есть единственное решение сопряжённой задачи. Докажем теперь для 

разбираемого второго случая теорему.
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Георема 1. Для того зитобы уравнение (ХХ.Т) имело реше- 
ние, удовлетворяющее (ХХ.13), необходимо соблюдение условия 

1 

Ape | + J F(x)zdx—a,z,| | =0. (XX.24) 

Пусть функция у, (х) — нетривиальное решение однородной задачи, 
т. е. удовлетворяет уравнению (ХХ.14) и условиям (ХХ.15) и (ХХ.19); 
тогда функция 2,(х), определяемая по формуле (ХХ.16), будет 
удовлетворять сопряжённому уравнению и сопряжённым краевым 
условиям (ХХ.18) и (ХХ.21). 

Применяя формулу (ХХ.7) к функции у(х), являющейся реше- 
нием (ХХ.1) при условиях (ХХ.13), и 2,(х), мы непосредственно 
получим (ХХ.24). 

$ 4. Функция влияния. 

Займёмся подробиым разбором первого случая. 
Пусть ху — произвольная точка промежутка (0 5х1), и пусть 

функция г. удовлетворяет уравнению 

[0 при [х—м| > ь, 

/Иг. == 
° [5= при |x —Xo| <<; 

тогда 
1 Mts 

Г уменах = ydx 

) Bete 

Переходя в этой формуле к пределу при ¢e—O и пользуясь тео- 
ремой о среднем, будем иметь: 

1 

Пт | уМг. 4х = у (xp). 
e706 

Если г. и у принадлежат сопряжённым свойствам, т. е. удовлетво- 

ряют условиям (ХХ.15), (ХХ,19), (ХХ.18) и (ХХ.21), то формула (ХХ.8) 
даст: 

1 1 

0 0 

1 

У (хо) = lim | у Ме. 4х = Шп | 2.Ёу 4х = Ит ] 2,f (x) dx. 
e+ 05 => 0 

При тех же 2, и функции у, удовлетворяющей общим усло- 
виям (ХХ.14), из формулы (ХХ.7Т) получим: 

1 

у) = И [2, (0) ао-| | г./ дах — г, (1)а 
=-> 0 0
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Ссли бы при этом оказалось, что функция 2. при $ —> 0 равномерно 
стремится к предельной функции 

Пт 2, = G(x, Xo), 
e-> 0 

зависящей, конечно, от параметра ху, то в формулах, выражающих 
у (хо), можно было бы перейти к пределу. Условимся называть 
функцию С (х, ху) функцией Грина для оператора Д. 

С помощью функции Грина решение уравнения (ХХ.1), удовле- 
творяющее (ХХ.13), представлялось бы в виде 

1 

y (Xo) = G (0, Xp) & +E J G (x, %) f (x) dx—G(1,%) a, (XX.28) 

Если а =а: ==0, то мы имели бы 

У(жо) = f G(x, %) f (x) dx. (XX.26) 
0 

Не вычисляя г, можно выяснить непосредственно, какой должна 
быть функция Грина, и даже построить её. Интегрируя Мг. в про- 
MexKyTKe (X >— 6, ж--5), где 6`>е, получим: 

Ly +5 

| _ Мг. ах ==1. 
2—6 

С другой стороны, 
я, - 5 +8 а, 

ж--5 
| Mz, ax = (p2,)’ i 3 _ Г [(92,)" —rz,] ax, 

а,—9 о 2,—d 

откуда 
ny +3 

, [25-8 , = (pay [PT — | гу —red ax. 
Я я,—8 

Предполагая г, и 2. равномерно ограниченными, мы видим, что при 
достаточно малом 6 интегралом в правой части последней формулы 
можно пренебречь и в пределе получаем: 

ж,--0 
2 = (p2,) В 

Но функция р(х) непрерывна вместе с производной, и поэтому, 
считая 2, непрерывной, получим: 

а, --0 aty-+-0 (p2,)' |" о —=Р (%о)г. | Ш 0 , 
  

откуда 
; [Е + 0 1 

° m—0 Р (Xo)° 

18 Зак, 1956. С. Л. Соболев.
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§ 5. Функция Грина и её построение, 

Наводящие соображения, которыми мы воспользовались, не дают, 
конечно, доказательства справедливости наших рассуждений. Однако, 
исходя из последней формулы, мы можем строго обосновать их. 

Определение. Назовём функцией Грина для оператора Ду 
и краевых условий (ХХ.13) функцию @(х, ху), удовлетворяющую 
слелующим условиям: 

1. Как функция переменного х при любом ху она удовлетворяет 
условиям, сопряжённым с нашими условиями для оператора Ду, т.е. 

p (0) Gu (0, Xo)-+ (p’ (0) —¢ (0) + a) G (0, xo) = 0, 
р (1) бо (1, %)-+(p’ (1) —9 (1) +8) G0, x9) = 0. 

2. В промежутках 

OCx <x, MK K<1 

функция @ (х, хо) непрерывна вместе с производными до 2-го порядка 
и удовлетворяет уравнению, сопряжённому с уравнением Ду == 0, т. е. 

a? а 
Mes Pe) 2)__ Fg (*) 2) а 2) +r(x)z=0. 

8. В точке х==х., функция G(x, Xo) Kak функция х сама непре- 
рывна, а её производная разрывна, причём 

1 0. (жо- 0, хо) — 0, (хо— 0, м) = р. (ХХ.27) 

Функцию Грина, введённую нами, нетрудно построить фактически. 
Пусть 2, — решение уравнения /Мг =0, удовлетворяющее усло- 

ви!0 (ХХ.18), а г. — решение того же уравнения, удовлетворяющее 
условию (ХХ.21). Эти решения независимы, так как иначе существо- 
вало бы негривиальное решение уравнения Мг ==0 и, следовательно, 
уравнения Ду =0, и мы имели бы второй случай. Каждое из них 
определено лишь с точностыю до произвольного постоянного мно- 
жителя. 

Очевидно, что 

@ (х, хо) == а (хо) 21 (х), OS HX KX} 

G(X, Хо) = 6 (№) 25 (х), х<х< 1. 

Из того факта, что С (х, ху) — непрерывная функция, а первая её 
производная терпит разрыв непрерывности при х == Хо, удовлетво- 
ряющий (ХХ.25), получим: 

а (хо) 21 (хо) — 5 (Жо) 25 (хо) == 0, 
’ ’ 1 

а (хо) 21 (хо) — 6 (хо) 22 (хо) = — pla’
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откуда получаем: 

  

  

а (хо) = — 22 (Xo) 

P(X) [2, (%) 2, (%q) — 25 (Хо) 21 (Хо) 

р (хо) — 21 (Xo) 

~~ p (Xp) [2a (Xp) 2, ая 

Стоящий в знаменателе определитель Вронского ие равен пулю, так 
как г, (х) и 2,(xX) линейно независимы. 

Сравнивая эти выражения с формулами (ХХ.23), мы видим, что 

@ (Хо) == Уз (Хо); 6 (Хо) == У, (хо), 

где у, (хо) и (хо) суть ‘некоторые решения уравнения Ду = 0, 
удовлетворяющие соответственно условиям (ХХ.15) и (ХХ.19). 

Таким образом, получаем следующее представление для функции 
Грина: 

Уе (Хо) 21 (x), 0S KK X%, 

У1 (Хо) 25 (^)› << 1. (ХХ.28) G (x, = 

Формула (ХХ.28) не только даёт функцию Грина в явном виде, 
но позволяет ещё исследовать некоторые её свойства. 

Свойство 1. Функция Грипа непрерывна в квадрате 

0<x<l 0<ж<! 

на плоскости XOXp. 
Свойство 2. Первые производные от функции Грина непрерывны 

везде, кроме главной диагонали х == Ху, где они имеют разрыв пер- 
вого рода, причем производная по направлению диагонали непрерывна, 
а производные пох и по ху удовлетворяют условиям: 

.’ 7 1 

’ ¢ 1 
С, (ху, Ж - 0) — Ga, (Xo) х— 0) == 0) 

Эти соотношения легко проверить непосредственно. 
Из формулы (ХХ.28) следует 
Теорема 2. Функция Грина С(х,ж) как функция аргу- 

мента ху служит функцией Грина для оператора М2 при усло- 
виях (ХХ.18) и (ХХ.21), т. е. при замене задачи на сопряжённую 
аргументы функции Грина лишь меняются местами. 

Нам остаётся проверить, что формулы (ХХ.25) или (ХХ.26) дей- 
ствительно дают решение поставленной задачи. Достаточно при этом 
проверить формулу (ХХ.26), так как задача об отыскании решения 
(ХХ.1) с условиями (ХХ.13) всегда может быть сведена к задаче 
с однородными условиями (ХХ.13’). 

18%
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Если эта последняя имеет решение, то и псрвоначальная задача 
имеег решение. Нами доказано, однако, что если решение задачи 
существует, то оно представимо в виде (ХХ.26). 

Итак, достаточно установить, что функция 

у (хо) = f G(s, x) f(x) dx (XX.29) 

удовлетворяет уравнению (ХХ.Г) и условиям (ХХ.18’). 
Продифференцируем по ху полученное выражение. Мы имеем: 

Y (%) = | G(x, X9) f (x) dx + J G(x, x9) f (x) dx, 

У (и) = | f(x yar [88 f(x) de 
4 Go, Xo) F (Xo) — G (Xo. Xo) Го, 

y! (x9) = [: 29 (x) dx} fiz $6 7 (x) ax, (хх.30) 
Далее, 

22, 1 

y" (%) = J Fel Oth а аи 

+ ко ож |, _ ‚7 хо) а |. 

sal ) dx + f(x) (XX.31) 
te ) * 

Пользуясь тим, получим: 
1 

P(X)" (Xo) + 9 (6) 1” (Xo) “EF (Xo) ¥ (Xo) =F (Xo) ++ f LyG (x, Xp) f(x) ax. 

Ho G(x, x9) как функция своего второго аргумента ху удовле- 
творяет уравнению [Ц ==0, отсюда 

Р (о) У" (5) -- 4 (хо) У" (хо) г о) У (хо) == / (о), 

что и требовалось доказать. 
Нами изучена задача в первом случае. Мы устаповили, что при 

этом всегда существует определённое решение уравнения (ХХ.1), 
удовлетворяющее условиям (ХХ.13) или (ХХ.13’”) и представимое 
в виде (ХХ.25} или (ХХ.26), rae G(x, хо) — определённая нами 
функция Грина,
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$ 6. Обобщённая функция Грина для линейного 
уравнения 2-го порядка. 

Разберём более подробно второй случай. 
Лемма 2. Если уу (х) и го (х) являются решениями уравнений 

Гу ==0 и Мг ==0, соответственно удовлетворяющими однородным 
условиям (ХХ.15), (ХХ.19) и (ХХ.18), (ХХ.21), то 

f Vo (X) 2 (x) ax +0. (XX.32) 

Это замечание вытекает из того, что 

т 

2 f Ч ах 

[ Vo (X) 2p (x) 4х =с I> ee” ах. 

Так как подинтегральное выражение постоянно ио знаку, то инте- 
грал не может равняться нулю. 

Лемма 3. Уравнение 

не может иметь решения, удовлетворяющего одновременно (ХХ.18) 
и (ХХ.21), а уравнение Гу = уу не может иметь решения, удовле- 
творяющего одновременно условиям (ХХ.15) и (ХХ.19). 

В самом деле, если бы это было так, то, применяя формулу (ХХ.Т) 
и подставляя в неё вместо у решение уу, мы получили бы; 

f vpate ae= f ay dx=0, 
0 0 

что противоречит лемме 2. Точно так же доказывается и вторая 
половина утверждения. 

Определение. Рассмотрим теперь функцию С, (х, №), опре- 
делённую условиями: 

1. Как функция переменного х при любом ху функция О, (х, %) 
удовлетворяет условиям: 

p (0) SAG #0) 4 (p/ (0)—9 (0) +4) GO, x)= 0, | 
0G, (1, xo) С. хо) 

__ (XX.33) 

pQ) + C1) — 9 CG) В 0, (1, хо) = 0. j 

2. В промежутках 

О<х<х, ж<хх<!
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функция 0,(х, хо) есть непрерывная с производными до 2-го по- 
рядка функция, удовлетворяющая уравнению: 

MG, (x, Xo) = @ (Xo) 2, (х); (XX.34) 

функцию @ (хо) мы определим позднее. 
3. В .точке х==ж функция (Ц, (х, Хх) как функция х сама не- 

прерывна, а производные её разрывны, причём 

    

91 (хо 0, хо) __ 901 (4—0, хо) _ 1 
дх Ox p(X)" (XX.35) 

1 
4, {Gy (2, %) 9 (x) dx 0. (XX.36) 

0 

Эту функцию мы назовём обобщённой фуикцией Грина. Условие 
(ХХ.35) позволяет определить множитель а (5%). 

Переходим к явному построению функции Gy. 
Обозначим через у() и у) частные решения уравнения 

ГУ = Yo: (ХХ.37) 

удовлетворяющие условиям: 

У [0 == У" [+0 ==0, 

У [1 = y’ la =1 = 0, 

и аналогично 2) и 2(8) — частные решения уравнения 

Mz = 20, (ХХ.38) 

уловлетворяющие условиям: 

2 fomo = 20) Jno = 0, 
20) [pat == ZO Ip ny = 02 

Очевидно, что разность у@) — у) = у, есть частное решение 
уравнения (ХХ.14), линейно независимое с у. В самом деле, если 
бы у) — y0)—ay), To обе функции у@) и у@) должны были бы 
удовлетворять на концах условиям (ХХ.15) и (ХХ.19), что невоз- 
можно в силу леммы 3. 

Задание у) определяег функции yO, yO) nu oy, Положим 

№ __ 2 = M1 _ 

P (YI У ВР (У — У 
    

See 
0 —
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Непосредственно проверяется, что функции у@) и y® могут 
быть выражены через уу и у! в виде 

У@) (№) == Уз (хо) | Mo (X) 21 (x) ах — у! (%) [5 (x) 2 (x) dx, 
0 0 

У (хо) = 0 (90) [| Yo (x) 21 (#) dx — I; (Xo) | Yo () 20 (x) ax. 
1 1 

В самом деле, равенства у( (0) = у(2) (1) =0 очевидны. Далее 

yO" (0) = [Vo (0) ]? 2, (0) — 31 (0) Vo (0) 2 (0) = 0, 

yO)" (1) = [9 (1) P 21 1) — у! (1) Ус (1) 2о (1) =0. 

Kpome toro, . 

y™ = Yo (%o) | Yo (X) 21 (x) dx — 1 (%0) f Yo (X) 2 (XD ax, 
0 0 

yO" = 90 (2X0) [ Yo (x) 21 (x) dx — yt (0) f Yo () 20 (4) dx -F 
0 0 | 

+ [vo (Xo) 2; (Xo) —y, (Xo) 29 (Xo) Yo), 

откуда Ду“) == у, (х), что и требовалось доказать. 
Так же доказывается и формула для у“). Составляя разность 

V1 (Xp) = У®) (ж) — у@) (ж) = 
1 1 

= — Yo (%) Г (%) г, (*) ах -- у, (№) { Jo (X) 2 (x) dx, 
0 0 

видим, Что 
1 

f 90 (2) 2; (x) dx =0, 

1 

То (х) 2% (<) ах =1, 

0 

1 ; . 

5 (x) 2%) (x) dx = Г Vox) 2!) (x) dx =x C. 
0 о
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Покажем, что функция 

{°° (xq) 24) (x) + y™ (Xp) 29 (%) — C¥q (xq) 2g (4), Хх, 

Yo (Xo) 2°) (х) YD (Xo) 2q (4) — Cg (%0) 2% (х)› х> хо 
удовлетворяет всем указанным выше четырём условиям. 

1. Выполнение условий (ХХ.33) очевидно, так как этим условиям 
удовлетворяет 2 (х), а также соответственно 29) при х=0 и 2@) 
при х=1. 

2. Уравнение (ХХ.34) удовлетворяется в силу (ХХ.38). Очевидно, 

MG, = Vo (Xp) 20 (х). 

3. Непрерывность С, очевидна. Для скачка её производных 
имеем: 

Giz (Xo 0, хо) — би (ж — 0, хо) = 
= Vo (%) [2 (x) — 2 (жд) + Ly (x9) — 9 (кра (Жо) = 

: r 1 

— У (Xo) 21 (Xo) — V1 (Xo) 20 (Xo) = Ро 

G,= 

Наконец, 
1 т 

4. f Gy (%, Xo) Yo (©) Ax = — Cyo (Xo) + Ho (%o) fx (x) 2@) (x) dx-- 
0 () 

ево [294 — 29 (2 yp (x) de 

+ [yy (x) — y™ (x9)] f Zo (X) Vo (x) dx ++ 
0 

+ y (x) f Yo (X) 20 (х) 4х = 

= - CYo(X%) + CV (Xp) + y™ (x9) — y™ (x9) = 0. 

Очевидно, что обобщённая функция Грина G,(*, X>) как функ- 
ция от переменного ху служит в свою очередь обобщённой функцией 
Грина для сопряжённого оператора /Мг и граничных условий (ХХ.18) 
и (ХХ.21). С её помощыю можно представить решение уравнения 
(ХХ.Г), удовлетворяющее условиям (ХХ.13’), в виде 

1 

y (x)= f G(x, Xo) f (4) dx + Су), (ХХ.39) 
0 

если только /(х) удовлетворяет условию 
j 

ff) 29 (x) dx = 0. (XX.40)
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Из доказательства, между прочим, вытекает, что условие (ХХ.40) не 
только необходимо, но и достаточно для разрешимости уравие- 
пия (ХХ.1) при условии (ХХ. 13’). 

Доказательство всех этих утверждений мы проводить не будем, 
так как оно совершенно совпадает с тем, которое было нами про- 
ведено ддя самой функции Грина. 

Для уравнения 2-го порядка при рассмотренных условиях одно- 
родная задача могла иметь лишь одно нетривиальное решение. 

Для уравнений высших порядков может встретиться случай, когда 
соответствующая одноролная задача имеет несколько линейно незави- 
симых решений у, (х), у. (х), ..., У„(Х). Тогда обобщённая функция 
Грина должна соответственно удовлетворять уравнению 

MG = у, (хо 2, (), 

» 

и вместо одного условия (ХХ.36) мы будем иметь несколько подобных 
условий. Подробный разбор этих случаев мы проводить не будем. 

Переходим к рассмотрению некоторых примеров. 

$ 7. Примеры. 

Пример 1. Ищем решение уравнения 

| Ly = y" = f(x) (XX.41) 
при условиях 

Yle=0 = %» 

y law — @1. 

Единственное решейие уравнения у” —0 при условии Vie=0 = 
—у|:-! =0 есть нуль. 

Согласно общей теории, изложенной выше, существует функция 

Грина 

(XX.42) 

Xx (X_— 1), X< XQ; 
. CG= XX.43 

(es (e—1) XD Xo ( 
Решение задачи будет: 

У (Хо) = Uy (1 — хам -Е 
Hy 

‚о [Го х я [6 (x—1)dx. (XX.44) 
X, 

Пример 2. Ищем решение (ХХ.41) при условиях- 

VW lee =A У’ [ш-1==а.. (XX.45) 

В этом случае уравнение у’==0 имеет решение, удовлетворяю- 
щее условиям 

Y le=0 = lua 1 = 9, . ‚ (X%X.46)
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а именно, 
у = 1. 

Следовательно, функция Грина в этом случае не существует, и 
пам нужно будет построить обобщёнпую функцию Грина. Мы имеем: 

Уо = 1, 20 >= 1, 

* 

д JY, =X, 21 —Х. 

алее, 

9 1 1 
24) = 5%, 2) == 5 (1—х)°. 

Тогдз 
1 1 1 

У) == 5 x, yy?) = 7G — x)’, C= 8. 

Функция С, будет при этом иметь вид: 

J 1 1 
[5—5 Хо > Х, | 

=, (ХХ.4Т) 
д ю-Нэ (1—^)*— 5, x 2 Xo. 

Пример 3. Рассмотрим то же уравнение (ХХ.4Т) в промежутке 
О<х<2* и будем считать х длиной дуги окружности единичного 
радиуса, отсчитанной от некоторой начальной точки. Точки, коорди- 
наты которых отличаются на число, кратное 2ж, тождественны. 

При этом, очевидно, искомая функция у должна быть периоди- 
ческой функцией с периодом 27. | 

Мы получим для неё условия: 

Via=on == | =0} у’ | пох = у’ |0 (ХХ.48) 

Эти условия выражают собою то обстоятельство, что функция у 
непрерывна со своей первой производной на окружности. Тот факт, 

что точка х==0 играет в этих условиях особую роль, связан лишь 

с выбором начала отсчёта. 
Теория такого рода задач не была нами развита в общем виде, 

но, ввиду её полного сходства с уже изложенной, мы ограничимся 

разбором этого примера. 
Нетрудно убедиться, что однородное уравнение 

у’ =0 

имеет, как и в предыдущей задаче, нетривиальное решение у =1, 
удовлетворяющее условиям (ХХ.48). Следовательно, мы должны 
будем построить: обобщённую функцию Грина. 

Построение это выполняется проще всего, если воспользоваться 
периодичностью искомой функции, а также тем, что все точки нашей 
окружности эквивалентны, и поэтому функция Грина зависит только 
от разности х — Xp. 

Мы можем поэтому положить сначала Ху =т,
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Уравнение для функции Грина имеет вид 
aC, 
ax? 

и решение его, очевидно, будет представлять собой квадратичный 
трёхчлен 

—0, 

  

Ц; (х, к) = ¢,x?-+-egx + eg, — пхп. 

Из условия непрерывности имеем: 

С. (к— 0, т) — Ц, ("-Н0, т) = 0, (п, —0,(— т, п) ==9с,, 

  

откуда Cy = 0. 

Далее, выражая условие для скачка производной, получим: 
7 7 

G,(x-+-0, к) — 0! («— 0, т) = — 4пс, == 1, 
откуда 

C= 1 

1 4%. - 

Кроме того, функция Грина должна быть ортогональна к постоян- 

пой, откуда 
-® 

—= | хзах-|- 2ncg = 0, 

ИЛИ 

ro
l a 

C3 = 

Окончательно имеем: 

1 с т 

Gy, I= — д-р, пк я. 

В силу периодичности С, (х, п) = (,(х, (28 -|-1)}т) ив общем 
случае: 

{ 1 
Ч (х— хот, п) == ем 5 

| при Xy— AN < KK Xo; 
1 п 

Gy (4 — X9 —7, —7) = — 7 (4% — Xp — 2)? + 15 

при лю< < ж- м. 

Gi; (x, Xo) = | 

    
(XX.49) 

Построенная нами функция Грина симметрична относительно х 
и Ху и обладает всеми теми свойствами, которые были установлены 
выше для обобщённой функции Грина. 

В практических задачах приходится сталкиваться со случаями, 
когда в уравнении (ХХ.Г!) р(0)=0 или р (1) =0, а иногда оба 
конца промежутка служат корнями функции р(х). При этих усло- 
виях мы’ можем иногда всё’‘же’ ‘строить функцию Грина, сделав,
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однако, некоторые добавочные ограничения. Ограничимся разбором 

одного примера, который будет полезен нам в дальнейшем, 
Рассмотрим уравнение 

2 

Ly = xy" +9 — ZT y=f(@), (XX.50) 
где 1 — целое число, и будем искать решение этой задачи, удовле- 
творяющее условию 

Vlei = 0. (XX.51) 

Интегралы однородного уравнения 

Гу =0 
суть, как нетрудно видеть, 

y= xm, Ус == хм". 

Один из них не ограничен в начале промежутка. Поэтому. для того 
чтобы одна из постоянных, вхолящих в общее решение однородного 
уравнения, была определена полностьо, достаточно потребовать 

1 
ly| < и. 

Другая постоянная определится условием (ХХ.51). Сопряжённый 
оператор в данном случае совпадает с исходным: 

[2 == М2. 

Естественно заменить в определении функции Грина условие 
при х ==0 требованием ограниченности. При этом функция Грина 
для нашей задачи представляется в виде 

1 san (же — №"), х«хь 

1 
5m * 

Допустим, что /(х) удовлетворяет неравенству 

Мо <, окт. 

Применяя формулу (ХХ.26) к искомому решению, будем иметь: 
X 

G(X, Xo) = (ХХ.52) 
xh о (х®— х- 11), x> Xo» 

ee OL | (x — om) (дах. 

Это решение нетрудно оценить: 
Ho 1 1 

xo” 23 

| хт— А 4х + 3 yor mk Adx — om Axm—k dx < 

0 0 " 

xt x хо’ 
< ее---т Тат) НЕЕ. 

М 

ly (xo) < “oa 
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ИЛИ 

А 
Ly (Xo)| < ~k-1 ° 

xO 

Следовательно, решение будет удовлетворять поставленным усло- 
виям, так как А < ml. 

Если т = 0, то решеннями однородного уравнения будут 

Y= 1, Yom lex. 

При этом для ограниченных f (x) MOKHO UCKaTb ограпиченное 
решение. 

Для уравнений высшего _ порядка также возможно построение 
функции Грина. 

Ограничимся опять одним примером. 
Рассмотрим решение уравнения из примера 1 5 2 (ХХ) при усло- 

виях (ХХ.9). 
Функция Грина С (х, ж) определится при этом формулами: 

G(x, м) =0, хм, 

MG=0, x < Xp, 

И удовлетворяет условиям: 

‘ (1—2) 
Gl oma, — Отв, — Gualo—a, =... = Gaz. |, = 0 

1 

Ро(хо) ̀ 
С помощью этой функции Грина решение задачи получается 

в виде 

G@— 1) 
vo. lw a0,—0 — — 

1 

У (хо) = | G (x, Xo) f (x) ax. 

Слушатели могут сами проверить это непосредственно. Функция 
Грина, определённая этими условиями, как и прежде, отличается 
лишь перестановкой аргументов от функции Грина для сопряжённой 
задачи.



ЛЕКЦИЯ ХХ! 

ФУНКЦИЯ ГРИНА ДЛЯ ОПЕРАТОРА ЛАПЛАСА. 

$ 1. Функция Грина для задачи Дирихле. 

Разобрав важнейшие случаи построения функции Грина для обык- 
новенных уравнений, мы перейдём к изучению функции Грина для 
различных задач, связанных с уравнением Пуассона. 

Рассмотрим в пространстве с координатами х; у, 2 некоторую 
область @, ограниченную достаточно гладкой поверхностью 5. 

Будем искать функцию и, удовлетворяющую в этой области 
уравнению 

Au =f (P) (ХХ1.1) 

и одному из следующих условий: 

и[в == Р (5) | (XX1.2) 
ИЛИ 

ди = | — F,(S). (XXI.3) 

Такая задача встречается, например, при отыскапии потенциала 
электрического поля с заданным распределением зарядов. 

К задаче этого типа приводится вопрос о форме равновесия 
мембраны, при заданной поперечной силе и т. п. 

Оператор Лапласа, как мы знаем, является самосопряжённым. 
То же самое относится и к однородным условиям 

| ди 
alg==O или —| =0 Is у On ь ’ 

соответствующим условиям (XXIJ.2) unm (ХХ1.3), как это ясно из 
классической формулы Грина: 

Г] [@Au—ado)do— { [ (1—9. ) 48. (XXI) 
Q S 

Рассуждения, которые мы будем проводить, можно без труда 
перенести и на случай более общих условий, но мы пе будем за- 
трагивать этого вопроса.
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Определение. Назовём функцией Грина для уравнения 
(ХХ!.1) при условии (ХХ!.2) или функцией Грина для задачи 
Дирихле функцию С(Р,Ру) двух переменных точек Р и В, 
удовлетворяющую следующим условиям: 

1. Функция С(Р,Ру) есть гармоническая функция точки Р 
во всей области Я, исключая точку Бу. 

2. Функция С(Р,Ру) как функция точки Р удовлетворяет 
условию . 

G(P, Po) |s= 0. 

38. В области @ функция С(Р,Ру) допускает представление 

С (Р.Р) =; +8 (P, Po): 

где г есть расстояние между Pu Po, a g(P, Py) — регулярная 
‘гармоническая функция. 

Функция G(P, Po) полностью аналогична построенной нами ранее 
для обыкновенного линейного уравнения функции Грина. 

Мы могли бы вместо приведённого определения этой функ- 
ции определить её как функцию влияния, подобно предыдущему 
(см.5 2 лекции ХХ). Однако мы не будем останавливаться па этом 
подробнее. 

Установим существование функции Грина для задачи Дирихле, 
Но свойству 3 

1 
G(P, Po) — go = & (P, Po) 

есть гармоническая функция точки Р во всей области ©: 

Аг = 0. (ХХТ.5) 

[Г& предельные значения на $ будут 

1 g(P,Py)ls= |, (XX1.6) 
Функиия 2(Р, Ву) по условиям (ХХГ.5) и (XXI.6) строится при 

помощи решения соответствующей задачи Дирихле. 
Изучим ещё одно важное свойство функции Грина. Предвари- 

тельно докажем одну лемму. : 
Лемма Ляпунова. Рассмотрим область 2, ограниченную 

дважды непрерывно дифференцируемой поверхностью $. Проведём 
две поверхности $1 и $5 на расстоянии й с обеих сторон от $, 
причём й «а, где 4 есть наименьший радиус кривизны поверх- 
ности 5. 

Пусть функция Р(х, у, г) непрерывиа вместе с производными 
1-го порядка в полосе, заключённой между $, u So, а вторые 
производные непрерывны всюду в этой полосе, кроме самой поверх- 
ности $, причём выражение АЕ ограничено.
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Тогда гармоническая внутри ®@ функция, совпадающая с F na 
поверхности 5, обладает правильной нормальной производной на 5$. 

Для доказательства этой леммы применим формулу Грина раз- 
дельно к двум слоям, заключённым, с одной стороны, между $; и 5, 

а с другой стороны — между $0 и $. Для точки Ру лежащей во 
внутреннем слое &., мы будем иметь: 

at 
] r | ОЕ Ро | (Fae —т)4 dS — al f J AF dQ, 

FS, 

, 4 
F(P,)==~ ета [ея 

(Го) 4) | On Tin, on — 
5 

| OF 1 . 

<a | [7 45— my | [7 ara. 
S-+ 2 

ИЛИ 

Стоящие справа интегралы 

д 
] 1 ] 1 oF ЕЕ [ава ао, ie) J Pant 

2, век, 

имеют непрерывные правильные производные. Это следует из тео- 
ремы 2 лекции ХУ. Левая часть имеет непрерывные производные 
1-го порядка вблизи $. 

Lf fet anf 

Следовательно, интеграл 

также имеет непрерывную правильную нормальную производную. ° 
Аналогично для точки Ру, лежащей вне поверхности $5, имеем: 

1 9— 
1 Е | oF) 
z| IG On — 70) ==] |1 AP ae, 8+5, ` 

откуда такими же рассуждениями убеждаемся, что интеграл 

РР _ 97 
i} | Pars 

имеет правильную нормальную производную также и вне области 9. 
На основании теоремы ‚Ляпунова (лекция ХУ) мы видим, что гар- 

моническая в @ функция, принимающая на $5 значения, равные зна-
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чениям функции Р, имеет правильную пормальную производную, что 
и требовалось доказать. 

Мы можем теперь установить ещё одно важное свойство функ- 
ции Грина. 

Теорема 1. Если поверхность $ такова, что она удовлетво- 

ряет условиям леммы Ляпунова, то функция Грина как функ- 
ция точки Р обладает правильной нормальной производной, когда 
точка Ру лежит внутри 9. 

Доказательство этой теоремы непосредственно следует из леммы 
Ляпунова. Действительно, имеем 

1 

=; 8. 
1 

Функция д; имеет, очевидно, правильную нормальную производную. 

Функция © принимает па поверхности © те же значения, что и функ- 
1 

ция ;—., Которая является дважды непрерывно дифференцируемой 

в полосе близ 5. 
По лемме Ляпунова 5 обладает правильной нормальной производ- 

ной, что и требовалось доказать. 
Теорема 2. Решение уравнения (ХХ1.1) при условиях (ХХ1.2) 

(если оно существует) представляется в виде: 

и (Ро) = | | F, (8) 32 as — | | | G(P, Po) f(P) dP. (XXL.7) 
. $ -в 

Для доказательства применим формулу Грина к области Q’, nony- 
чениой из @® вырезыванием малого шара с поверхностью с радиуса 9 
вокруг точки Po. 3a функции и и 9 возьмём неизвестное решение и 
уравнения (XXI.1) и функцию Грина С. В указанной области как и, 
так и С будут непрерывны вместе с первыми производными. Мы 
получим: 

Г Гое P,) Aa dP = Г uS2__ 5, } 45, 

где 5”’— полная поверхность ®'. 
На поверхности с направление нормали, внутренней по отноше- 

нию к области ®’, обозначим через и’. Пусть п — направление нор- 
мали, идущей к центру шара в. Принимая во внимание, что на $ 
функция С обращается в нуль, получим: 

[ [ fee. P,)f (P)dP = 

=| fruottes if OiE— ela До 
19 зак. 1956 С. Л. Соболев.
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Знак минус перед последними слагаемыми поставлен потому, что ири 
интегрировании по с направление пормали и противоположно напра- 
влению внутренней нормали п’. 

Предел последнего интеграла при 8-›0 есть нуль в силу огра- 
ниченности ци и и их производных. 

Далее, ` 
9-1 

. tf хх 1064u 
ное] (ато = 5-> 0 

1 1 s Ol 
== lim ap! [a do — lim па [394 

8-0 0—0 

Предел первого слагаемого есть предел среднего значения и на 
сфере с и равен и(Ру). Предел второго слагаемого есть, очевидно, 
нуль. Пользуясь этим, сразу получим искомую формулу (ХХИ.7). 

Теорема 3. Функция С(Р, Р,) есть симметрическая функ- 
ция своих аргументов. 

Для доказательства применим формулу Грина к функциям С (Р, Р,) 
u G(P, РБ.) в области @”, полученной вырезыванием из ® обеих 
точек P, 4 P, малыми шарами. Обозначая через 5” границу области О”, 
мы будем иметь: 

[ | (a(P, P,) SEF) _ ap, p,) CEAV) asv 0, 
A 

Интеграл по поверхности 5 равен нулю, так как там обращаются 
в нуль обе функции С(Р,Р;) и С(Р, Р.). 

Предел интеграла по сфере вокруг Р, будет, очевидно, равен 
G(P;, Р.), а предел интеграла по сфере вокруг Ро равен — С (Рь, Р\), 
откуда 

G (P;, Po) = G(Po, Py), 

что и требовалось доказать. 
Теорема 4. Функция и(Р.), определённая формулой (ХХИ.Т), 

даёт решение поставленной задачи. 
Для доказательства достаточно установить существование реше- 

ния, так как в силу теоремы 2 решение должно выражаться фор- 
мулой (ХХ1.7), если оно существует. Пусть $ есть ньютонов потен- 
циал области @ с плотностью Х(Р): 

ео--а| || 

Функция { удовлетворяет уравнению Пуассона 

Av =f.
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Положнм 9=и— 4. Если мы пайдём гармоническую функцию т, 
удовлегворяющую условиям 

95 = и |8 — Ys, 

то и=®--ф будет решением задачи. Но существование такой функ- 
ции © следует из проведённого ранее исследования задачи Дирихле. 
Теорема 3 доказана. 

Заслуживает внимания ещё одно обстоятельство. Функция Грина 
удовлетворяет неравенству: 

1 

Это ясно из того, что функция g отрицательиа на контуре и, следо- 
вательно, отрицательна везде. 

Подобно тому, как мы построили функцию Грина для задачи 
Дирихле в пространстве, мы могли бы построить такую же функцию 

на плоскости. Нам пришлось бы при этом вместо члена dar выделить 

1 1 
слагаемое — п —. 

oT r 

Решение, очевидно, выразилось бы формулой (ХХ!.Т), где под ® 
надо, разумеется, понимать нлоскую область, а под $ — ограничиваю- 
щую её кривую. 

$ 2. Понятие о функции Грина для задачи Неймана. 

При решении задачи Неймана как в пространстве, так и на пло- 
скости мы встретились бы с тем затруднением, что функции Грина 
в том смысле, как мы хотели её построить, не существует, так как 
соответствующая однородная задача имеет нетривиальное решение, 
равное постоянной. Нам пришлось бы искать обобщённую функцию 
Грина, т. е. потребовать, чтобы она удовлетворяла не уравнению 
Лапласа, а уравнению 

AG (P, Po) =C. (ХХГ.8) 
Разберём этот вопрос подробнее. Покажем, что существует решение 
уравнения (ХХТ.8), имеющее вид , | 

G= +2 (ХХ!.9) 
0G 

где | =0, а с-— регулярная в области функция. Для этого доста- 
5 дп 

точно показаТть, что при соответственно подобранной постоянной С 
существует фупкция, удовлетворяющая уравнению (ХХ|.8) и условию 

1 

og 1 r 

On|, 4% On|," 

19%
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‚ Будем искать # в виде g=—aR?-+-g,, где Ю? = x?-+ y?- 24 
а 2; — гармоническая функция. Для функции 2, получим граничное 
условие 

1 

  

9 — 
OL; __ OR? *1 Г alg OY only Ae Dale" (XXI. 10) 

  

Мы установим, что при соответствующем выборе постоянной а имеет 
место равенство 

1 

ГГ le + =o] as=0. (XXI.11) 
S 

Отсюда будет следовать существование гармонической функции, 
удовлетворяющей условию (ХХТ. 10). При этом 

До —= ба = С. 

Следовательно, отсюда будет вытекать существование функции (1, 
удовлетворяющей (ХХГ.8) и (ХХГ.9). Эту функцию @, мы будем 
называть функцией Грина для задачи Неймана. Мы имеем; 

| Lee OR" dS =a | J Jaw dS = 6am®, 

где m2—o6bém o6nactu @. Далее, 

1 
9 — 

С 
ee 4n On Ar ~ se 

5 S 

1 
Условие (ХХ1.11) выполняется, если положить & == — ZG. 

С помощью функции Грина С, можно построить решение следую- 
щей задачи: найти функцию и, удовлетворяющую уравнению 

Au =f (P) 
„г sal 

при условии —| =0. ри у On| 

Необходимое и достаточное условие разрешимости этой задачи 
состоит в том, что 

ГТГ) =0. 

Если это условие выполнено, то 

u(Po) = [| [ GP, Po)f(P) ao.
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Проверить это утверждение мы предоставляем читателям. 
Рассмотрим один пример. 
Пример. Построим функцию Грина для задачи Неймана, поста- 

вленной для шара Ю < 1, где Ю = Ух? -Р у?-| 22, 
Но определепию 

1 
G=7-+8: 

где . 
1 9— 

0g Г г 

Для удобства предположим, что полюс функции Грина находится 

в точке с координатами 0, 0, 2. Тогда г= У х?- у? -|- (2 — 25), 

at 
  

r x cosnx-+ y cos ny + (2— 2) cos nz ‚ 

Но на поверхности А =1 имеем созпх = —х, соз (пу) =— у, 
cos 12 = —2. 

Отсюда 
1 

OF 1 — 292 
— = = . (ХХГ. 12) 

п В=1 rm AR =1 

  1 т ae ee 7 —- 2 2 — 2 = Введём сщё` число 2, == 2 и функцию г y= Vx + y? ++ (@—2))?, Оче 

ВИДНО, 

9 — ] re 
ry __ — Zor 

On Nt 79 [Вы 

Полагая в формуле (Х.12) Ко ==2у, р==г., К =1, имеем: 

Ceo = 20а и. 

Пользуясь этим, получим: 

  

9 — 

iA — 22 707% =, (XXI. 13) 

откуда 

i 
ци ое _ | 
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Для того чтобы закончить предварительные подсчёты, рассмотрим 
ещё функцию 

 ==1в (2. —2--!)). 

Докажем, что & — гармоническая функция. В самом деле, 

ди х Ow 
— — ~~. J 

Ox ry (%—-2+r)’ ду г (2—2 /,) 

— 
  

  

    

  

  

  

ie 
ow __. - + ry 1 

—- a = = ; 

02 2 —2- и, Г 

у ‘ , 

Pw (%m—2z)(F{— K+ IA дю фаир 
3 37" 9 ’ 3 370" 2 › 0х7 — 28 (1—2) ду 13 (2—2 /и,) 

09% 2—2 0 4 Ow xm—z 

у re” ax? ' ay? _ 7 

Отсюда следует А = 0. 
В .. ди 
ычислим ещё выражение для on . Мы будем иметь: 

R=1 

ow х с0$ ях - ycos ny — (2 — 2-7!) со$ nz 
— — % 7 —_ 

on R=1 1 (0—2 и) R=) 
2 , 2 r f 

[71 — (20 —2)] —2 (м! + 2 — 2) Г — 2% 
ed 7 - = —ы—— == 

г. (2. — Г 
1 (9 —2--7,) R=1 " R=) 

7 

12 +“ 1+ (ХТ. 14) — — — = —- =— — — . 

Пользуясь (ХХГ. 12), (ХХГ.13) и (ХХТ.14), легко проверить, что 
функция Грина должна иметь вид 

2 

Aur 20 4nr, 4x Sr 

где С— некоторая постоянная, определяемая из условия 

ГГ [ вах ауае=0. 
<! 

Подсчёт, который мы пе будем здесь проводить подробнее, даёт
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В связи с этим получим окончательно: 

Г Ш № д 1 

Возвращаясь к обозначениям лекции ХХ, получим отсюда: 

    
    

1 1 = tos — 
4n [Ув —2ЮЮ, сов 1-ю У ЮЮ— 2ЮЮ, сот 1 

, — R? R? 

— 12 (1 — ЮЮосоз1-Е У КК — 2RRy cos i -+ П—=— т}. 
 



ЛЕКЦИЯ ХХИ. 

КОРРЕКТНОСТЬ ПОСТАНОВКИ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ. 

$ 1. Уравнение теплопроводности. 

В тех задачах, которые мы до сих пор рассмагривали, самый 
метод решения в большинстве случаев давал ответ на вопрос 
о корректности постановки той или иной задачи. Однако в неко- 
торых других задачах удобнее прежде установить корректность не- 
посредственно. 

Рассмотрим уравнение распространения тепла в ограниченной 
области ® пространства переменных (х, у, 2), ограниченной поверх- 
ностью $ при наличии внутренних источников тепла с плотностыо 
F(x, y, 2). Пусть и(х, у, г, 1) —температура в точке (x, y, 2) 
в момент времени 2, Функция и удовлетворяет уравиепию 

Аи = a — F(x, у, 2). (ХХи.1) 

Считая приток тепла везде неотрицательным, мы будем иметь: 

Е (х, у, 2) = F(P)> 0. (ХХИ.2) 

Пусть, кроме того, заданы следующие граничные и начальные 
условия: 

и | = / (4, 0), 

и -о,=$(Р), (XXII.3) 

где функции } и Ф непрерывны, причем значения f pw £0 на 
границе 5 совпадают со значениями Ф, где @ — точка на поверх- 
ности 5, а Р—точка области 9. Докажем следующую теорему. 

Те орема 1. Во все моменты времени из любого конечного 
отрезка ОЕ внутри области ®@ справедливо неравенство 

“(Por to) = inf min [f(Q, O, oP). (ХХИ.4) 

бе” |
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Иными словами, наименьшее значение достигается функцией или 
при #==0, или на границе области 9. 

Доказательство. Предположим противное. Пусть в точке Ру 
в момент времени & функция и принимает значение, меньшее по cpa- 
внению со всеми остальными её значениями в области ® при 2=0 
или на поверхности 5 за промежуток времени 0<1<\&. Тогда 

WP )— int min f(Q O, 9 (PI =— 2% <0. 

  

C2, OCS, 
<< 

Составим функцию 

Ед 5 — zt 
9 (х, у, 2, t) =u (x, У, 2, А —э Е ° 

Функция VY попрежнему обладает тем свойством, что своё минималь- 
ное значение при О< {< % она не принимает ни при {==0, ни на 

границе области ®. Это следует уже из того, что её значение 
Е 

в точке (Po, 4) по крайней мере на > меньше минимума значений 

9(х, у, =, Р) на границе и при {=0, ибо 

U(Po, %) =4(Po; ), Vg 2 41g — т, 9-0. 

Функция 9 должна принимать наименьшее значение где-то внутри 
чегырёхмерной области {8 О<%Е< Ц} или при Ё=4. Теперь уже 
легко убедиться, что сделанное нами допущение приводит к противо- 
речию. Если бы минимум 9 лежал внутри ® при ЁХ %&, то в этой 
точке обращались бы в нуль первые производные от 9 по про- 
странственным координатам и времени, а вторые производпые 

0х2? 0у2? 022 

были бы неотрицательпы. ел, выражение 

0-0, 0% 

AU == ai вая -Г Oaa 

было бы также неотрицательно. С другой стороны, 

Av = Au, 

= Ou 

ia 
he Ou 

Av — р = Аи — Е 5 < 0. 

Таким образом, неотрицательное число оказывается равным отри- 
цательному. Полученное противоречие указывает на неправильность 
нашего предположения,
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Осгаётся рассмотреть случай, когда о достигает минимума при 
о 

5; В ТОЧке минимума, очевидно, не может быть 

положительной, ибо иначе при меньших значениях в той же точке 
функция 9 принимала бы меньшие значения и мы не имели бы мини- 
мума. С другой стороны, как и выше, в этой точке имеет место 
неравенство 

=. Производная 

Av > 0. 

Повторяя прежние рассуждения, приходим к абсурдному выводу, 
что неотрицательное выражение 

до 
Av — 

должно быть меньше нуля. Значит, этот случай также невозможен. 
Теорема доказана. 

Меняя знак у функций и, f, Фи Е, получим 
Следствие 1. Если в уравнении (ХХНИ.1) функция Е удовле- 

творяет неравенству 

F (x, у, 2) < 0, 

то функция и достигает своего максимального значения либо 
при Ё==0, либо на границе $ области 9. 

Следствие 2. Функция и(х, у, 2,10), удовлетворяющая в об- 
ласти ® при 0 < {< Т однородному уравнению теплопроводности, 
принимает как своё максимальное, так и минимальное значение 
npu t= 0 uau на границе $ области ®. 

Из приведённых рассуждений вытекает единственность решения 
уравнения теплопроводности при условиях (ХХП.З) и непрерывная 
зависимость этого решения от правых частей граничных и начальных 
условий, т. е. корректность постановки нашей краевой задачи. 
В самом деле, если бы мы имели два каких-либо решепия задачи, 
то их разпость, удовлетворяя однородному уравнению, обращалась 
бы в нуль как при [=0, так и на поверхности $. Но тогда по 
доказанной теореме и максимум и минимум этой разности были бы 

равны нулю. Следовательно, и сама эта разность равнялась бы нулю. 
Значит, двух разных решений наша задача иметь не может. 

Подобным образом устанавливается и корректность. Если раз- 
ность функций, задающих начальные и краевые условия, по абсолют- 
ной величине не превосходит некоторое положительное число в, то 
и разность соответствующих решений, как решение однородного 
уравнения теплопроводности с малыми краевыми значениями, также 
будет по абсолютной величине не превосходить ев. 

Теорема 2. Решение уравнения (ХХП.1) непрерывно зависит 
не только от условий (ХХИ,3), но и от свободного члена уравне-
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ния (ХХП.Т). Более точно: если при 90 << значения функций } 
Е 

и ф меньше >, а функция Г удовлетворяет неравенству 

Е F< 2 SH 

то при 0 <Ё<ь решение уравнения (ХХП.1) удовлетворяет не- 
равенству 

и «в. 

Доказательство. Допустим, что в точке (Ру, &) решение 
нашей задачи принимает значение, превосходящее ву. Составим функцию 

  

&9 fo — 
v6) = ul == о Toe 

Эта функция должна иметь максимум внутри ® при 0 < ЕС 4%. Однако, 
составляя для неё опять выражение 

“ dv 
Av 5 ; 

убеждаемся в том, что оно положительно везде в области ® при 
0 << В, чго противоречит условию существования максимума. 

Следствие 1. Меняя на обратный знак неравенств, отно- 
сящихся к $, [, Е, т. е. предполагая выполненными условия 

$>—3, />-—9%, Е, 
получим для функции и неравенство 

и > —&. 

Таким образом, окончательно имеем 
Следствие 2. /7ри условиях 

Е Е е 21< 3, <, 11 
8 промежутке 0 <1<% для всех PH—Q umeem место неравеиство 

|u| <<. 

$ 2. Понятие обобщённого решения. 

Во многих задачах математической физики, с которыми мы встре- 
тимся, существование решения устанавливается лишь при значитель- 
ных ограничениях на краевые условия. Мы введём одно понятие, 
которое позволит пам ие заниматься далее этими вопросами. 

Пусть мы имеем три последовательности непрерывных функций; 

Г Фи и [р
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равномерно сходящиеся соответственно к непрерывным функциям F, 
фи, и пусть уравнение 

ди» 
Аи, — t= n 

при условиях 

и +0 == Фи, и] = 

имеет решение и„ (по доказанному такое решение единственно). 

Разность 

на основании теоремы 2(ХХЛ) по абсолютной величине сколь угодно 
мала, если т и п достаточно велики. Значит, последовательность и» 
равномерно сходится к функции и, удовлетворяющей нашим пре- 
дельным условиям. 

О сходимости производных от и мы ничего не знаем, и поэтому 
мы не можем утверждать, что предельная функция удовлетворяет 
уравнению: , 

Ли— 9% = Е. (XXIE.5) a; 

Будем называть функцию и обобщённым решением уравнения 
(ХХП.5) при заданных начальных и предельных условиях. 

Такое обобиённое решение единственно, ибо не может существо- 
ay . 1 ` вать двух таких последовательностей и„ и и@), у которых функции 

1 I J ‚ р и 0, Ф, и $0, Е, и ЕФ стремились бы соответственно к одному 

пределу, а сами последовательности — к различным пределам, потому 

что при этом последовательность 

Uy, и, Uy, a, see) us us), “we 

расходилась бы, что невозможно. 
Вместо того, чтобы ставить задачу об отыскании истинного ‘реше-. 

ния, практически достаточно решать задачу об отыскании обобщён- 
ного решения. Действительно, нам пеизвестны точные величины f, © 
и Г. Те их зпачения, которые мы берём, не являются точными, а лишь 
мало отличаются от точных. Поэтому обобщённое решение, дажс 
если оно не является истинным, мало будет отличаться от послед- 
него. 

Мы говорили сейчас об обобщённом решении уравнения тепло- 
проводности. То же самое относится, однако, и к уравнению Пуас- 
сона, рассмотренному выше. | 

Так же, как и в случае уравнения теплопроводности, мы можем 
определить обобщёниое решение уравнения 

Au == 

при условиях 
и le =
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ИЛИ 

ди 

On | ==, 

как предел решений уравнений Ди ==0,„ при условиях 

и | — Фи 

ИЛИ 

Out 
On 5. Vn» 

  

если р,„->0, G_n°>9, %Y,—> Y, причём сходимость равномерпая. 
Приведём пример существования такого обобщённого решения. 
Пример 1. Пусть 

х? — у? 5 1 

a= V x2 yy? 22, 

‚ Докажем, что при Ю <5 функция 

Uy = (x°— y*) In [In Ry 

будет обобщённым решением уравнения (ХХП.6б) при граничном 
условии 

где 

и = Uy | 1. 
R= fi => 

pe
] m

s 

В самом деле, положим 

ty, = (x2 —y®) In [In Ry 
roe R,=YV А?-Р 8, 8,->0 при # -> со. Вычисляя Аш, получим: 

  

  

  

Otte =21n|InR ош [д 
2х2 x 

-- (x? — 2 | 5) — : | , 

7 Rj, In Ку RS In Ку Ri, (In Ry) 7 

Oru 2 In} In Ry | — 
oy? | x! Eh = г = 

(x2 — у? Lagi aye? 
Ri ink, Юм R, Ri, (In Ry) PL’ 

0? ОИК __ — у?) |r 22 

oz Ri, In Ry RE i oR м (in R,)* 

ОТСЮДА 

  

х? — у? 5 1 

Ry, [mR,, (in R,,)
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Последовательность и, очевидно, равномерно сходится к функ- 
`. 

1 

ции и при Е со. Вместе с тем при Reg и последователь- 

ность Аи, равномерно сходится к правой части уравнения (ХХП.6). 
Действительно, при Ю <Г и достаточно малом 8; как Ди, таки 
функция 

2— у | 5 1 
Re {ink (in 7 

будут сколь угодно малы, если г достаточно мало, а при г< К < >. 

—
"
 

равномерная сходимость очевидна. 
Следовательно, из есть обобщённое решение уравнения (ХХП.6). 

Однако в точке (0, 0, 0) вторые производные от из не имеют смысла. 
Решения уравнения (ХХП.6) с граничными условиями 

Ц 1 = to| 
м
]
 = 

не существует. 
Если бы и было таким решением, то разность и — и должна 

была бы быть функцией, гармонической везде, кроме, быть может, 
начала координат, везде непрерывной и на границе области должна 
была бы равняться нулю. Однако мы видели ранее, что непрерыв- 
ная функция, гармоническая всюду, кроме, быть может, одной точки, 
есть гармоническая функция и в этой точке. 

В силу этой теоремы разность # — и, есть гармоническая функ. 
ция, равная нулю на поверхности шара, т. е. нуль. Значит, един- 
ственным возможным решением нашей задачи является функция 4%. 
Так как она не удовлетворяет уравнению (ХХИ.6) в начале координат, 

то наша задача вообще не имеет решения. 
Взяв теперь уравнение теплопроводности с той же правой. частыо, 

что (ХХП.6): 

и—_ 9 И — | 
ot R2 InR (In R)?]? 

и опять решая его при условиях 

ит =щ т, |, о= о, 
2 2 

мы не сможем найти решения этого уравнения. 
Обобщённым решением будет при этом служить опять функция Ly. 
Можно доказать, что непрерывная функция, удовлетворяющая 

однородному уравнению теплопроводности везде, кроме одной 
точки (ху, Уз, 20), при всех значениях времени, будет удовлетворять 
этому уравнению повсюду, включая эту точку. Пользуясь этим .и 
повторяя рассуждения, проведённые нами при исследовании уравне- 
ния Пуассона, убеждаемся в справедливости высказанного утвер- 
ждения,
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$ 3. Волновое уравнение. 

Займёмся теперь изучением волнового уравнения 

92и 

aa =F (XXIL7) Au— 

и будем рассматривать его решение в области ©, ограниченной 
поверхностью $ при начальных условиях: 

и |0 == (Р), 

= == )(P) (ХХИ.8) 
f {0 

и при условиях на границе. 

(ХХИ.9)         

Без всяких изменений наше рассуждение переносится и на тот 
случай, когда вместо (ХХП.9) на границе задана сама неизвестная 
функция. 

Относительно функции и мы будем предполагать, что она имеет 
непрерывные производные до 2-го порядка включительно, внутри 
области @, причём первые производные непрерывны в замкнутой 

области ®. 

Без ограничения общности можно всегда считать, что 

Ф=0, $ф=0, /==0. 

Если бы это было не так, то, взяв вместо и новую неизвестную 9 
по формуле 

V=U—W, 

где < удовлетворяет (ХХП.8) и (ХХП.9), мы сразу получили бы одно- 
родные условия для 9. 

Рассмотрим интеграл 

К; (1) = | ] | (se) +05») -- (se) +(5¢) dx dy dz.
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oat (0 

  

\Вычисляя ‚ мы получим, используя уравнение (ХХП.7Т), 

a2] | | E 
(5% ди -- 94 02 ди ди ди ди 

lf ae dx or Г Ot a и 0% a) 

ди д?и ди д?и ди 

+0: = РЕ =)— Pr | dx dy dz = 
ou pu д ди ди ди ди 

=2| РА E (5 в) + (ак) На) Ра |axdy de = 

Ou On ди 
->|[ т 9$ — -2f [fee ax dy dz. 

8 

ди | 
В силу того, что по нашему предположению и —0, получим; 

5 

Ou Ou ди ди -- 0 0? ди Ou 

ax dx oF | dy Oy Ob dz Oza} ar от |4 ду @2 = 

1 = — 2 | | [ F% Pot. dx dy dz. (XXIL. 10) 

Пользуясь известным неравенством: 

1 ] 
16| < о а? -|- 55°, 

перепишем (ХХП.10) в виде 

“к, <J f [rears f [ 61) Ou? ay dy dz 

или, ещё усиливая неравенство: 

“ <] |] пех, 

Если ПОЛОЖИТЬ 

2 — ГГ 4х ау аг = А (0, 

TO 

aK, <A, 

LEK <e-tA (2). (XXII.11)
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Следовательно, , | 

e-"K, (8 <K,(0)-+ f e—tA(t,) dt, 

° (XXII.12) 

  
t 

Ki <etK, (0) ++ f eA (t) dey 
0 

Orciona cpa3y cnefyeT, uTO ecau TOMDKO K,(0)=0, Tro Ha mo6om фи- 
ксированном конечном промежутке изменения & величина К’ (1) сколь 
угодно мала, коль скоро функция А (#Ё) достаточно мала. 

Заметим ещё, что, положив ‘ 

Ко) = | [| [ ахауа», 

будем иметь: ° 

ак» (1 . д M00 9 [ [uMtaxdyde< KO+ KO, 
Q 

що _ Ко (9 < К, (9. - (ХХИ.13) 

Из этого неравенства, так же вак и выше, следует 

$ 

Ко (9 < еКо (0) + [ #—5К; (в) ав. (ХХИ.14) | 

При Ко (0) = К, (0) =0 вместе с К, (Г) будет малой также Ку (2. 
Из полученных оценок (XXII.12) и (ХХП.14) можно вывести рял 
следствий. 

Теорема 3. /Лусть последовательность функций и„ удовле- 
творяет уравнениям 

о 
Au т р nw OF? n 

и условиям 
ди» | и —=—^ == () XXII.15) 

| 0: f= ( ’ 

0% | 0 (ХХИ.16) 
on 5 , uu” 

и пусть функции Р„ удовлетворяют условию 

sin. [J J [Fr dx dy de| dt = 0. 

20 Зак. 1956. С. Л. Соболев.
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Тогда для всех значений Ё таких, что 

0<2< Г, 

имеют место равенства: 

lim Ку (2) =0, 
в > < 

9) -> CO 

Доказательство. Усиливая неравенства (ХХП.12) и (ХХИ.14), 
мы получим; 

1 

К, (0 <" J A(t,) dt, (ХХИ.17) 

_ т 
Ky (t) < i Ki (ti) dt, <e" - T J A(t) dt,;  (XXII.18) 

H3 (XXII.1 a (XXII, 18) сразу следует наша теорема. 
Из доказанной теоремы следует корректность поставленной задачи, 

если только за «меру отклонения» двух функций взять отклонение 
в среднем. Если мы будем сравнивать между собою два решения 
уравнений: 

Au, о Е и Аи — и т = Ро, (XXII.19) 
of? 

при однородных условиях (ХХП.15) и (ХХП.16), для которых раз- 
ность Г, — Ро достаточно мала, то хотя мы и не можем утверждать, 
что эти решения везде мало отличаются одно от другого, тем не 
менее разность и, — иь со своими производными 1-го порядка будет 
для любых моментов времени сколь угодно мала в среднем, т. е.. 

Г] Ги, шучеду а < в 

ОНИ 3 oe у 5) + (St Sa) | dx dy de <e. 

Пусть требуется сравнить между соб» решения двух уравнепий 
2 Au,—[4— F,, Aug—SO— F, (XXII.20) 

с условиями 

uy leo == 913 Ио |1 о == Фе; 

  

ди ди , 
=a | = 04; a |, == thy} 

ди , ou 
an | afi; an =f 
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причём $, Ф имеют непрерывные производные до 2-го порядка, 
avi, Uo, fi, [2 —непрерывные производные 1-го порядка. Допустим, 
что эти функции близки между собой в том смысле, что имеют место 

следующие неравенства: 

  

    

09, Oe 04 Op | . 
|9; — 92| < 5, дх, Ox, < 5, Daj Ox) Ox; Oxy < 8; 

0%: __ 0 Uy Of, __ Of. ial <8, [58 —S2| <8; [fal <8 | < 8; 

|9, — 25| < 8 

(д=х, Хо=у, ж==2. 

Легко видеть, что, приводя эти задачи к задачам с одпородными 
условиями, мы получим опять два уравнения вида (ХХИ.20) с близкими 
правыми частями и, следовательно, решения их будут близки в сред- 
нем для любых значений { из конечного промежутка. 

Так же как и для уравнения теплопроводности, легко доказать 
единственность решения уравнения (ХХП.7) с произвольными началь- 
ными условиями (ХХП.8). В самом деле, для этого достаточно дока- 
зать, что однородное уравнение с однородными условиями имеет 
только тривиальное решение, тождественно равное нулю. Последнее 
вытекает из того, что, как мы видели, интеграл квадрата для такого 
решения равен нулю. 

Наконец, так же как и в прошлых задачах, вопрос о существо- 
вании решения представляет значительные трудности, которые, как 
можно показать, даже отчасти превосходят соответствующие труд- 
ности в уравнении Лапласа и уравнении теплопроводности. Избежать 
этих трудностей можно, введя понятие об обобщённых решениях. 

$ 4. Обобщённые решения волнового уравнения. 

Сделаем предварительно некоторые замечания. Рассмотрим функ- 

цию и(х, у, =, #) четырёх независимых переменных —— трёх координат 

произвольной точки из некоторой области ® и Ё& интегрируемую 

с квадратом по х, у, 2 для любого значения { из некоторого про- 

межутка. Мы будем говорить, что функция и(х, у, г, 0 непрерывна 

в среднем по переменному Ё в точке &, если, каково бы ни было 
положительное число е, величина 

ИЕ (x, Y, 2, ц-- В) —и(х, у, 2, 1 ax dy de\" 

может быть сделана сколь угодно малой при достаточно малом |й|. 
Функцию, непрерывную в среднем в каждой точке промежутка 
а <Е<В, мы будем называть непрерывной в среднем на этом про- 
межутке. Введём олно сокращённое обозначение. Для всякой функции 

20*
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переменных х, у, 2, заланной в области ® и имеющей интегрируемый 

квадрат, величину 
Vy 

SS и? (х, у, z) dx dy dz 
> 

мы будем называть нормой функции и и обозначать ||. 
На основании неравенства Минковского (см. ниже, 5 6) 

l¢-- ol] < lal + lll. 
Если |и| =0, то функция и, как показано в $ 7 лекции УТ, почти 
всюду в ® обращается в нуль. Для любой постоянной а имеет место 
очевидное равенство 

jou] =a] a]. 
Эти свойства нормы будут нужны нам в дальнейшем. Пользуясь 

новым обозначением, определение непрерывности в среднем можно 
переформулировать следующим образом: функция и (х, у, 2, #) назы- 
вается непрерывной в среднем в точке (, если каково бы ни было 
положительное число в, можно указать такое положительное число 
\ (Е), что 

| [# (#5 4)—u (|| <e 
) 

как только |#|<\ (=) (аргументы х, у, г у функции и опущены для 
краткости). 

Поспедовательность функций 
e 

и (х, У, <, 1) (п = 1, 2, ...) 

мы будем называть равномерно сходящейся в среднем к функции 
и,(х, У, =, Г), если неравенство 

ой == { ГИГ 6,9 шоб, у, 2, вах ау} < 
8 

справедливо для всех # из заданного промежутка, как только 

n> N(e). 

Справедлива следующая 
Теорема 4. //редел равномерно сходящейся в среднем после- 

довательности функций uy(x, y,2,t),n=1, 2,..., каждая из 
которых непрерывна в среднем, есть также непрерывная в сред- 
нем функция. 

`Мы докажем эту теорему точно таким же образом, каким она 
доказывается для обычных непрерывных функций в математическом 
анализе. Пусть задано положительное число ве. Выберем /Л№ столь 
большим, чтобы имело место неравенство 

[442 — ш (| < (ХХИ.21)
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при всех # из заданного промежутка, как только п > №. Функция 
и, (х, у,г,Ё) по условию теоремы непрерывна в среднем в любой 
точке 4. Следовательно, при |#| < 4 

[и» (#-Н А) —и» (0 < =. (XXII.22) 

Из (ХХИ.21) и (ХХП.22), пользуясь неравенством Минковского, по- 
лучим 

шо) — (ОЙ < ме Ю— и (E+ A) Fo — и (91 + 
+ lenE-+)—u4 (О <= 

Следовательно, при указанном выборе й 

[2% (#--1) — 4 (4 || <e. 

Теорема доказана. 
Будем говорить, что функция и, интегрируемая со своим квадра- 

том в некоторой области @, есть предел в среднем для последова- 
тельности и„, если 

lim [Jf @n—4)? dx dy de =0. 
9 n-> CO 

Мы будем называть обобщённым решением уравнения (ХХП.Т) при 
условиях (ХХП.15) и (ХХП.16) функцию и, являющуюся пределом 
в среднем для последовательности функций и’, удовлетворяющих 
‚уравнениям 

O7u 
Au,,— aR a =F, 

и условиям (ХХИ.15) и (ХХП.16), где последовательность Е„ схо- 
дится в среднем к F., 

Из оценок теоремы 3 следует важный результат: если последова- 
тельность Р, (х, у,=,Г) сходится в среднем равномерно по $, то и 
последовательность решений uw, (x, y, 2,2) сходится в среднем равно- 
мерно по {. 

Подобно тому, как мы делали это выше (см., например, лек- 
1 2 

цию ХУШ), будем считать две функции и и и? эквивалентными, 
если 

fff (a — u)?2 dx dy dz = 01). 
Q 

  

1) Как мы видели выше (теорема 21 лекции УГ), при этом они могут 
отличаться друг от друга лишь па мпожестве меры нуль.
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Обобщённое решение единственно, ибо последовательность и„ не 
может иметь двух пределов в среднем, иначе мы имели бы для этих 

разных пределов a) yy) неравенство: 

{ff (и — и)? ах ау 42 < 

< ff [lO —4n) +n — a) dx dy de < 

<2 ff f@—a,) dx dy de+2 7 ff W—a,)"dx dy de < Ae 
e e 

uw a) nu uw” copman бы. 
Существование обобщённого решения можно установить, поль- 

зуясь одной теоремой из теории функций вещественного переменного, 
которая носит название теоремы Фишера-Рисса. 

Эта теорема гласит: 
Если последовательность ил, и, ..., и, ... функций, инте- 

гралы от квадрата которых существуют, обладает тем свой- 
ством, что при достаточно больших т и п: 

РГ а — aq)? ax dy 42 «в, 

2 

то существует предел в среднем этой последовательности, т. е. 
такая функция и, что 

lim fff (u,,— u)? dx dy dz = 
f2 

21> CO 

Доказательство этой теоремы мы приведём в конце лекции. 
Покажем, каким образом можно применить теорему Фишера-Рисса 

для доказательства существования обобщённых решений волнового 

уравнения. Пусть ц„(х, у, =, #) — решения уравнения (ХХИ.Т), 
удовлетворяющее условиям (ХХИ.15) и (ХХНИ.16). Рассмотрим выра- 
жение 

[4 (В) — и, (|. 

Функция 9, „ети (Ё) — и, (1) представляет собой решение уравнения 

__ 9% 
in, 2 

= F nm F эп, п Of n Av 

В силу равномерной сходимости в среднем Р„ к функции Р мы 
будем иметь ||ГРж(Ю—Р, (|< 9 при достаточно больших ши и
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и любом ) > 0. Как мы видели, отсюда следует, что |9, „||<е, где 
= — любое положительное число. По теореме Фишера-Рисса после- 
довательность и„(х,у,2,{) сходится в среднем равномерно. к не- 
которой предельной функции, которая в силу теоремы 4 будет не- 
прерывна в среднем, что и требовалось доказать. 

В примерах, которые мы рассматривали в прошлых параграфах, 
оказывалось, что обобщённые решения уравнений Лапласа, Пуассона 
и уравнения теплопроводности имеют непрерывные первые произ- 
водные. Мы вскоре убедимся, что это обстоятельство не является 
случайным. 

В противоположность этим задачам обобщённые решения волно- 
вого уравнения могут уже не быть непрерывны с первыми произ- 
водными. Выяснение обстоятельств, при которых это имеет место, 
заняло бы слишком много времени и мы не будем этим заниматься. 

В заключение этого параграфа приведём один простой пример. 
Пример 2. Возьмём за область ® шар радиуса 1. Пусть 

% (&) — некоторая функция, заданная в промежутке — сю << -- со, 
Рассмотрим функцию 

= ЕЯ, (ХХИ.23) 

где г есть расстояние от переменной точки до начала координат. 
При г-Е0 функция изу имеет столько же производных, как и функ- 
una } При г=0 число производных, которыми обладает их, на 
единицу меньше числа производных у $. Это нетрудно установить 
дифференцированием для производных по пространственным коор- 
динатам х, у, г, а для производных по времени это обстоятель- 
ство непосредственно очевидно. В самом деле, 

I 

би (НОР, 

Эта функция имеет определённый смысл при г==0 только в том 
случае, если существует 

‚1 — [4/®) — 4) (1— г] = 9+! Ши НО — 0—9 = 2496. 

Следовательно, для существования непрерывной при г==0 про- 
Ie 

H3BOJLHOK x необходимо (и достаточно), чтобы существовала не- 

прерывная производная $®+9. Дифференцированием легко убедиться, 
что и есть решение уравнения
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если ф имеет непрерывные третьи производные. Пусть теперь функ- 
ция Ф из формулы (ХХН.23) дифференцируема один раз или не 
имеет вовсе производной. При этом можно установить, что из всё 
же останется обобщённым решением. 

К этой функции будег сходиться последовательность решений 

и (0—9 
n r ’ 

если последовательность трижды непрерывно дифференцируемых 
функций Фф„ сходится к $. 

Если в некоторой точке & = $ функция $(&) не имеет производ- 
ной, то и будет терпеть разрыв в точке г=0, #=4. Функция и, 
удовлетворяющая условиям 

ди д 
#8 = №0 |5, и 60 == Ио #0, OL == SY 

t=0 Of     f=0 

и уравнению 

ди 
Аи — Of = 0, 

при этом вообще не существует. 
Действительно, если бы такое решение существовало, то по 

свойству непрерывной зависимости решения от начальных данных 
к нему должна была бы стремиться последовательность и„, а это 
невозможно, так как последовательность сходится к функции 4. 

Существует ещё другой подход к обобщённым решениям, позво- 
ляющий определить их непосредственно, не прибегая к помощи пре- 

дельного перехода. 
Если и„ есть некоторое решение уравнения 

Lu, =F, 

а Y—COBeplcHHO произвольная функция, имеющая непрерывные 
производные до 2-го порядка и отличная от нуля лишь в некоторой 
внутренней части с области &, то 

J Sf (OF, —1,MY) dQ = 0. 

Внеинтегральные члены пропадают в силу того, что Ф и её про- 

изводные обращаются в нуль вне в. 
В дальнейшем нам потребуется одно важное неравенство, кото- 

рое носит название неравенства Буняковского. Пусть $; и фо — две
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функции п переменных х41, ^,..., Хх, заданные в открытом мно“ 
жестве ©. Если интегралы 

| 40 и | фз ао 
2 Q 

существуют, то существует и интеграл 

f P12 av, 
2 

причём справедливо неравенство 

(Гель) < ([ #145) ( [9:4). 
2 в QR 

Это неравенство мы докажем позднее. Пользуясь неравенствами 
Минковского и Буняковского, получим: 

SSS (yF—uM a2] =| (ff [) (F —F,) — (u—u,) My] d2| < 

«Ува 
+У ГГа-шяао | [ [ оао < 

Значит, для любого обобщённого решения при любом ф справед- 
ливо интегральное равенство: 

| J [ имфае = | | [ oF ag. (ХХИ.24) 

Этим равенством можно полностью заменить дифференциальное урав 
нение и называть обобщённым решением уравнения 

[41 —= Е 

любую функцию, удовлетворяющую интегральному соотношению 
(ХХП.24) при любой функции ф, имеющей непрерывные производ- 
ные до 2-го порядка и отличной от нуля только в некоторой вну- 
тренней части с области ®. 

Если мы вспомним доказательство существования решения, для 
получения которого мы пользовались методом Кирхгофа, то убе- 
димся, что формула (ХХНИ.24) была у нас важным звеном в доказа- 
тельстве. Мы доказывали, таким образом, лишь существование 
обобщённого решения. Уже из (ХХП.24), предполагая, что 4 
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имеет производные, и интегрируя по частям, мы выводим следую- 

щую формулу: 

| | f b(Lu— F) dQ =0, (XXII.25) 
$ 

и заключаем отсюда, что и есть решение уравнения [= РЕ. Этот 
последний этап можно провести лишь, если и есть решение задачи, 
понимаемое в классическом смысле слова. 

$ 5. Свойство обобщённых решений однородных уравнений. 

Справедлива следующая общая теорема. 
Теорема 5. Для уравнения Лапласа, уравнения Ди -|- Ли =0 и одно- 

родного уравнения теплопроводности всякое обобщённое решение в смысле 
интегрального соотношения (ХХП.24) обязательно дифференцируемо сколько 
угодно раз и является решением в обычном смысле. | 

Этим свойством уравнения эллиптического и параболического типов 
резко отличаются от уравнений гиперболического типа, для которых это 
обстоятельство не имеет места. 

Доказательство этой теоремы мы проведём сначала для уравнения 
теплопроводности. 

Займёмся сперва построением некоторых вспомогательных функций. 
Определим функцию Т (ё) с помощью формулы: 

  

1 
0, < 4? 

1 
1 ’ 1 LU, 

Ч (=) = | А, ПИ 

(-+) 1—5) 4 
I-+e 

| I, &> 1.       
Функция \(&) обладает некоторыми очевидными свойствами: 
а) Она непрерывна в промежутке 0<Ё< оо. В самом деле, дробь 

  

Е 

i 2 имеет своим пределом --со при &-» t+ Он —сопри 

¢ —7)a— 
1—0. Следовательно, 

—+5 + 

(-+)-9 (-) и-—5) 
Не = 00, lim e =(), 

" 1 86—21 
i> 

откула и следует непрерывность Ф. 
6) Функция Ч (Е) имеет непрерывные производные всех порядков. 

Для того чтобы установить это, достаточно убедиться в том, что предель-
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J . 
ные значения производных любого порядка от 4 (5) mpn &—-> до ии $> 1 

суть нули. Мы получим: 

    

  

  

1 
+5 

1 
7) (1—€) ] (3 244 

- —e а 2 

(=: 1 2 dé 1 +5 ¢ — г) (1—2) 

(+) (1—5) 
] | е 

1 

а тв 
: ¢ — +) (1—9 ‘| 

НЫ --5 

(-+) (1—2) (a) (1—£) 
e +1/ \e -|- 1 

+ 
«0-5 

Выражение е, стремнтся к бескопечности при &- 2 ‘бы- 

1 
= 

— 11-9 
стрее любой рациональной функции от & а выражение е стрс- 
мится к бесконечности при $->{! также быстрее любой рациональной функ- 
ции от & Следовательно, 

  

yr (+ 4- 0) =0; W7(1—0)=0. (XXII.26) 

Любая производная 1 (&) будет допускать представление: 

y (§) — У Rin, р, а (5) , (ХХИ.27) 

— 1 фр 1 9 

prt +s b> 
9>1 (т) (= г) а 

е 1 е +1 

ruc №, р,а (8) суть некоторые рациональные функции. 
Эта формула сразу доказывается методом полной индукции. Из фор- 

мулы (ХХЦ.27) вытекает: 

apron) (+ + ) =0, wl) 1 —0) = 0, (XX11.28) 

что и требовалось доказать,
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Введём теперь в рассмотрение фупкцию 

и (х — хо, У— У 2—2 &—Й = 

0, W<t, 
22 

@ _ 46%-9 ар (112 к — д), 15, 
= —1 

Sr 9 (fy—t) 2 

re r= V(x— м) ЕО — yo)? + 2@— 2) OST < +o. 
Отметим несколько свойств функции 

а) Очевидно, что 

Wp (x — Xo Y— Mo. Z— %q, Ly — t) = 

= ии [п (х — хо), п(у— Уд), п (2—2), 1? (fo — A]. (ХХП.29) 

6) Составим выражение: 

  

      

' Ow 
AW, + ap = On (X— Xo, Y—IMy» Z— 2%, bo — 2). 

Тогда из формулы (ХХП.29) следует: 

Фи (х —Хь У— У 2—2, ty —-t = 
= ибФ, [и (х — хо), п (у — уд), N(Z— 2), 22 (ty —D]. (XXII.30) 

в) Функция Ф»„ отлична от нуля лишь в области Ри: 

та 1 
<; b< lo 

KOTOPaA CTATHBACTCA B TOUKC xo, Yy, 2 MpH m->0co. B camom iene, B OG6nAcTH 
noe 2 — — где № [и2(72 - & —1)] обращается в единицу, т. е. при re+ t)—) > 25} 

мы имеем ®, = — 9, гдс UV есть частное решение уравнения so + 2 =0 

(см. лекцию УГ]). Значит, 

Aen +e = 0; P4—t>—. 

Обращение Ф,, в нуль при r2—- 5—1 очевидно. 

г) Справедлива формула: 

Г) J enteay dear f СГ ока] и (ХХИ.31} 

Е—- 
° 2 

В самом деле, на основании формулы Грина (ХХ1.4) имеем: 

0 ло э to -++co 

] [| | | enaxay ae} d= | icc.) ax dy de| dt = 
1 “со 1 Loo \ 

ty—= . 4 

со 
3 ty 

= | {| (W,) Ш 
  

-- со 

‚ ахауа2 = | | fo 

qe” —с© 7 

1 ax dy dz, 
= — т  
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где © есть фундаментальное решение уравнения тсплопроводпости, опрс- 
делённое в лекции УПГ. Последний интеграл, как показано в лемме 2 упомя- 
нутой лекции, равен единице, что и доказывает (ХХП.З1). 
д) Пусть f(x, y, 2, #) — произвольная непрерывная функция в области 2 
четырёх переменных х, у, 2, [. 

Выберем область ®„ значений ху, Ус, 20, & так, чтобы для точек Xo, Vo. 2, fy 
из 9, область О„ лежала целиком внутри 9. 

Построим в 8, функцию 

Fn(%o Уь 2% to) = 

= Ге У — У» 2 — £y t— ty) f (х, у, ^, t)dx dy dz dt. 
о 

. 

Тогда последовательность Г» (х;» У 2, №) сходится к функции 
f (Xo Yo. 20, 0), причём сходимость будет равномерной во всякой внутренней 
по отношению к ® области. 

Представим функцию } в виде 

F(x У, 2, t) =f (Xo, Yo 2%, fo) + 7. 

Очевидно. что в области О при достаточно большом и мы будем иметь 
в силу непрерывности Л 

Inl<e. 

to -|- со 

f Of f fistaxay az) at— a, 
to —oo 

Обозначим 

В силу формулы (ХХП.30) 

to bo 

Тоника = | (ГГ Помехи) ам 

Мы будем иметь: 

fn (ty Jo 20 = || [ [| [Фьхах ауаг а = 
g 

= Г [ Г f Dit (Xo У, 2 to) dx dy dz dt +- | | | | @,ndx dy dzdt= 

2° о 

=f (Xo Yo Zu to) + | Г | f &, 1 dx dy dz dt, 
D, 

откула 

hn (Xo, Yo Z0» ty) — f (Xo, Yo, 20, to) [<eM, 

что и требовалось доказать. 
е) Функция Г», которую мы построили, будет дифференцируема неогра- 
ниченно. Это свойство вытекает из неограниченной дифференцируемости Фи. 

После этих замечаний можно уже доказать нашу теорему. 
Пусть и — некоторое решение уравнения теплопроводности. Составим 

Uy (Хе. У, 26, to). °
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Тогда все и (хо, Ус, 2, &) при любом п равны между собой и не зави- 
сят от п. 

В самом деле, 

Un (Xo. Yor 2 £0) — Unt gp or Sor Zu 0) = 

= | If foc. У, 2, 1 (Ф, — Dn yp) dx dydzdt = 
e ‘а 

0 
= | | ГГ. (х, у, 2,0 Ё (0, — m4) +5 @n—Wnep)| dx dy dz dt. 

9. $ о' . 

Ho Wy — р ==ф отлична от нуля только в области 

1 1 
—________. 2 — — dnp" + to < 9, 

I 
ибо при P+ ty —t >= PYHKUHA Wy, совпадает с и у. 

Функция Ф удовлетворяет всем условиям для применимости формулы 
(ХХП.24). Очевидно, при этом | 

д 
Мур, 

д 

Ар 
откуда, заметив, что наше уравнение имеет вид: [1 == 0, т. е. Г = 0, имеем: 

tn —Unep = | [| [| [ фРахауаа = 0. 

R 

Отсюда следует, что и= и», но и» имеет неограниченное число производ- 
пых. Следовательно, ий также дифференцируемо сколько угодно раз. Теорема 
доказана. 

Пусть теперь функция удовлетворяет уравнению; 

ди-- Аи = 0. 
Положнм: | 

о =е-Ми. 
Тогда ° 

До =е-М Аи == —he- Mut, 

Следовательно, 

Ov 
Av == awe 

ot 

Функция © на основании только что доказанного будет дифференцируема 
сколько угодно раз. Следовательно, тем же свойством будет обладать и функ- 
ция и, что и требовалось доказать. 

Можно доказать, что все решения уравнения Аи-+ Ли =0 будут даже 
аналитическими во всей области ® в отличие от решений уравнения тепло- 
проводности, для которого это утверждение не имеет места.
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$ 6. Неравенства Буняковского и Минковского. 

Пусть р(Р)— неотрицательная функция, которую мы назовём 
весом. 

Пусть две функции ф(Р) и $(Р), заданные в области ®, интегри- 
руемы с квадратом модуля с весом р(Р), т. е. 

[1 (Р)Рр(Р)аР < оо, 
° (XXII.32) 
| | (Р)Рр(Р)аР < оо. 

Тогда справедливо следующее неравенство: 

8 _ | [ э ФР) (ар < 
Q 

<fle(PPe@)aP fy(P)Pp(P)aP. — (XXIL33) 

‚ Очевидно, для доказательства достаточно ограничиться случаем, 
когда ф(Р) и Ф(Р) — вещественные неотрицательные функции, ибо 

|[®(Р)ф(Р)в(Р)аР| < [1 (Р) ФРУ (Р)аР. (ХХП.34) 

Каковы бы ни были неотрицательные функции ф и $, для них имеет 
место неравенство: 

1 1 
оф -ый. 

Следовательно, интеграл 

[ +(Р)ф(Р)ь(Р)аР 
Q 

имеет смысл. 
Рассмотрим также имеющий смысл интеграл: 

[< — №рар = | 9% dP—2r f gypaP+-» f YpaP = 
2 в в 2 

=а^2— с. = (ХХИ.35) 
Па рабола 

у == а? — 26)--e¢ 

в плоскости переменных у и ^Х не может иметь ни одной точки ниже 
оси А, так как величина (ХХП.35) больше или равна нулю. Значит, 
уравнение 

ar? — 26) -1-¢ = 0
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не может иметь различных веществениых корней, а один кратный 

корень может существовать у этого уравнения лишь тогда, когда 

существует Л, такое, что 

J (p — Aop)* p dP = 0, 
2 

T. @. Korga BEIpaweHve (P—A >t) p SKBHBaICHTHO HYJIO, T. €. OTJMYHO 
от нуля лишь на множестве меры нуль. В случае, если весовая функ- 
ция р(Р) обращается в нуль разве лишь на множестве нулевой меры, 
это означает, что выражение х — \ф эквивалентно нулю. 

Следовательно, 
0 < ас, 

причём знак равенства может иметь место лишь в’ том случае, 
если Ф и % пропорциональны. Тем самым неравенство Буняковского 
(ХХП.33) доказано. ~ 

Из неравенства Буняковского очевидным образом следует лля 
любых ф и $, интегрируемых вместе с их квадратами с весом р, 
неравенство: 

| Ге -- 24-Е Фар |< 

<fiePedP+ fiyPedP+2y Л ВоаР [9 РраР = 
8 2 2 4 

=(V fleted+V fiyepar), 

  

  

ИЛИ 

V |fetweal<y flere a+y | |ФРраР. (ХХИ.36) 
Q Q Q 

Неравенство (ХХП.36), доказанное нами, носит название неравен- 
ства Минковского. 

Так же как это имело место при доказательстве неравенства Буня- 

ковского, левая часть имеет смысл, если имеет смысл правая часть. 

$ 7. Теорема Рисса-Фишера._ 

Теорема Рисса-Фишера. //усть имеется последователь- 
ность функций 

Фа» Фо» +++, Фь ++ 

интегрируемых с квадратом в ограниченной обласии 8. Пусть 
для любого е можно указать такое № (2), что 

[ (Фь— 934 «в, если #> М(®), > №). (ХХИ.37) 
a
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Тогда существует такая функция Фу, интегрируемая с квадра- 
том в 9, что 

lim [ (?,—%)2do = 0. (XXII.38) 
Е-> со Q 

Очевидно, что Такая функция единственна с точностью до экви- 
валентности, ибо, предположив существование двух таких предель- 
ных функций Фо и Ф., будем иметь на основании неравенства Мин- 
KOBCKOrO 

V fo—ede<V fo—eaot+y7 [ @u—¢a)?dv <e 
Q о . 

при произвольно малом г `> 0, откуда следует: 

о 

      

Мы будем говорить, что Фу есть предел в среднем квадратичном 
для последовательности $’. Докажем эту теорему. 

Установим ‘прежде всего, что последовательность $, сходится 
в среднем, т. е. существует суммируемая функция Фо, такая, что 

iim 2 J 9 фь | 40 =0. 

С этой целью заметим, что в силу неравенства Буняковского имеем: 

Геи — вы 149 = [|9 — Фр [+ 149 < 
8 8 

<[flem—e laa] [fra]? 

[1% —%p142 <n, 
8 

и, следовательно, 

если только т > №1), р> М№(1). Применяя теорему 23 лекции \, 
убеждаемся в существовании суммируемой функции $ — предела 
в среднем последовательности Фу, 

При этом из способа доказательства вытекает, что существует 
подпоследовательность $, последовательности фу, которая сходится 

_K % почти всюду и притом равномерно на замкнутых множествах Ру 
“Wa которых все функции непрёрывны. Множества Ру могут быть 
взяты сколь угодно близкими по мере к ®. Мы имеем; 

[во Фо = Ит. | ~%,,d0 <A<oo, 

9] Зак. 1956. С. Л. Соболев.
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откуда вытекаег 

f Фо du <A, 

Q 

причём интеграл в левой части существует. Нетрудно видеть, что 
величина 

[ Фо — вы)? а 
2 

может быть сделана сколь угодно малой при достаточно болышом 1, 
Обозначим для краткости == 4%;,. Kakoso бы ни было замкнутое 

множество Р; и заданное положительное число ев, при достаточно 
большом /, зависящем, вообще говоря, от Е;, получим: 

[(— чае = [№ — 3 -- ®—Ф) а < 
Е; 

я 
Ms 

<2 f ((—),)?d2 +2 | (д — yy)? dQ <2 f (b, —h,)? dQ +e, 
I, Fy Q 

В силу условия теоремы при достаточно больших [и 

Г (®— 8 dQ <e. 
Q 

Отсюда 

( (Ф— $029 < 3е 
dH 

$ 
и, следовательно, 

Г (0 — $; а® < 3е. 

Докажем теперь, что Фо является пределом в среднем квадратич- 

НОМ И ДЛЯ первоначальной последовательности Op. 

IIpu s, k,; > N(e) umeem: 

J Go en? 22 <2 f (God)? d2-+2 f (4,-9.2 dO < be + Ye = Be. 
Q 2 Q 

Теорема доказана.



ЛЕКЦИЯ ХХШ. 

МЕТОД ФУРЬЕ. 

$ 1. Разделение переменных. 

Краевые задачи математической физики для уравнений параболи- 
ческого и гиперболического типов удобно решать приёмом, который 

предложен Фурье и который мы будем называть разделением перемен- 
НЫХ. 

Сущность этого приёма мы разберём на частных примерах. Чита- 
телю нетрудно будет, руководствуясь соображениями, изложенными 
в предыдущих лекциях, сразу сообразить, как и в каких случаях 
метод Фурье позволяет отыскивать решение задачи. Пусть разыски- 
вается решение уравнения 

1 Ou 

в области @ пространства х, у, =, ограниченной поверхностью 5, 
и для $ удовлетворяющего неравенству 0 < &<Т, при условиях: 

u|, = 0, (XXIII.2) 

|, = O(%, » 2). (ХХШ.3) 

Отвлечёмся пока от условия (ХХШ.3) и будем искать частные реше- 
ния уравнения (ХХШ.1), удовлегворяющие условию (ХХШ.2). 

Эти решения удобно искать в виде произведения двух функций: 

и = ((х, у, 2) Г(®. (ХХШ.4) 

Подставляя (ХХШ.4) в (ХХШ.1) и деля обе части на и, будем иметь: 

ДО (х, у, 2) _ ГТО Ge =2 7H. (ХХШ.5) 

Переменные х, у, 2 и { в уравнении (ХХШ.5) разделены, левая 
часть не зависит от [, а правая от х, у, 2. Равенство (ХХШ.5) 

21*
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возможно лишь при условии, если и правая и левая части равны 
одной и ТОЙ же постоянной —^, откуда 

AU 17 _ Tank «ти =—№ (XXIII.6) 
ИЛИ 

AU--hU=0, (ХХШ.7) 
T(t) = Се-ме. (XXIIL8) 

Для того чтобы наше решение удовлетворяло условию (ХХШ.?2), 
нужно, чтобы этому условию удовлетворяла функция О (х, у, г). 
Значения A, при которых уравнение (ХХШ.7) имеет решение, удо- 
влетворяющее граничному условию (ХХШ.2), называются собствен- 
ными значениями краевой задачи для этого уравнения при условии 
(ХХШ.2). Далеко не всякое значение А является собственным. В самом 
деле, перенося в уравнении (ХХШ.7Т) член, содержащий AU, B mpa- 
вую часть и рассматривая его как свободный член, получим, при- 
меняя формулу (ХХ1.7): 

U(P)= a | | | G(P, P,) U(P) aP, (XXIII.9) 

roe G(P, Po) -— функция Грина для оператора Лапласа в области ®. 
Уравнение (ХХШ.9) есть липейное однородное интегральное урав- 

пение 2-го рода типа Фредгольма с ядром, удовлетворяющим требо- 
ванию & 7 лекции ХУШ. Согласно четвёртой теореме Фредгольма, 
оно может иметь решения, отличные от нуля, лишь для некоторых 
дискретных значений А. Пусть эти значения Х будут: /., ^.,... 
ooey Any eee И ПУСТЬ 

U,, Ug, «e+, Up, «.. 

— соответствующие решения уравнения (ХХШ.9). Тогда мы получим 
целый набор частных решений уравнения (ХХШ 1) отыскиваемого 
типа: 

uy — ем. 

Заметим, что ядро интегрального уравнения (ХХ1.9) является сим- 
метрической функцией координат точек Р и Pp. 

Мы докажем немного спустя, в теории интегральных уравнений 
с симметрическим ядром, что таких решений бесконечно много и что 
при любой функции $, интегрируемой с квадратом, можно построить 

ряд 
и == >, aU, (ХХШ.10) 

$=1 

который будет удовлетворять условиям (ХХШ.2) и (ХХШ.3) и в сред- 
пем представлять собой обобщённое решение уравнения (ХХШ.1). Из 
теоремы 5 лекции ХХЛ следует, что всякое обобщённое решение урав-
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нения (ХХШ.1) есть решение в обычном смысле слова. Укажем, 
пока без доказательства пять важных свойств системы функций 
О; (х, у, г) и чисел №;: 

1. Чисел Х; бесконечно много, все они вещественны и положи- 
тельны. (В некоторых других задачах это условие заменяется тем, 
что среди них лишь конечное число отрицательных. ) 

2. Все функции И, можно считать оргогональными и нормирован- 
ными, то-есть 

J J fe У, 2) Ц; (х, у, де 5 ay 

3. Функции Ц; образуют так называемую полную систему, т. с. 
любая непрерывная функция $ (х, у, 2) представима рядом 

Ф(х, у, г) = №40, (х, у, 2), (ХХШ.11) 
$=1 

сходящимся в среднем, где числа а; — это так называемые коэф- 
фициенты Фурье функции og. Если, кроме того, ф удовлетворяет 
условию 

ф]5 =0 

и имеет непрерывные, включая границу, производные второго по- 
рядка, то ряд (ХХШ.11) сходится равномерно. 

4. Кроме условия ортонормальности, написанного выше, имеет 
место ещё система равенств 

(Ue OU; , OU; OU, | AU, OU; My i= J; 
ИХ “Ox ata ду Г Oz xz) ax dy de—=| 0, 5-Е]. 

5. Если дважды непрерывно дифференцируемая функция Ф удо- 
влетворяет граничному условию (ХХШ.2), то ряд (ХХШ.11) не только 
сходится к ф равномерно, но и ряд, полученный из него почленным 
дифференцированием, сходится в среднем к соответствующей про- 
изводной функции $. Иными словами, если положить 

N 

Фи == avo 

то интеграл 

ПТ] ee 
стремится к нулю.
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Поставим себе задачу отыскания коэффициентов Фурье функ- 
ции Ф(х, у, 2). Умножая обе части (ХХ1И.11) на Ц; и интегрируя 
по области ®, получим с помощью почленного интегрирования ряда; 

Г] 0; (х, У, 2) $ (х, у, 2) ах ду 4г = 

= Sa, f f [ U;(x, y, 2)U; (x, у, дахауаг=а,.  (ХХШ.12) 
Q 

Popmyna (XXIIL.12) u maér Ham a, 
Для того чтобы функция, представленная рядом (ХХШ.10), удо- 

влетворяла условию (ХХШ.З), естественно потребовать выполнения 
равенства (ХХ.11). Если сумма ряда (ХХШ.10) непрерывна при 
t>0, то условия (ХХШ.2) и (ХХШ.3) будут выполнены при а, 
являющихся коэффициентами Фурье функции $. 

Нетрудно установить, что ряд (ХХШ.10) равномерно сходится и 
даёт обобщённое решение уравнения (ХХШ.11). В самом деле, пусть 

М 

фи = 2 a;U, (x, y, 2). 
i= 

Очевидно, что 

,at 

N | 

uy = a a;U;(x, y, zje + 
$==4 

даёт нам решение уравнения (ХХШ.1) при условиях (ХХШ.2) и 

un | seo == Py 

Но в прошлой лекции мы показали, что при этих условиях из 
сходимости последовательности фу вытекает, что последователь- 

ность Их сходится равномерно во всяком конечном промежутке 

изменения времени к обобщённому решению и, что и требовалось 

доказать. 
Совершенно таким же образом можно методом разделения пере- 

менных решить задачу интегрирования волнового уравнения. Пусть 
требуется найти решение уравнения 

O*u ‘ 
Au — >a = 0 (ХХШ.13) 

при начальных условиях: 

шо 9 (х, 5, 2); Fl =m, ya) (xx, 14) 
и граничных условиях, например, вида 

=, _ ша)
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где $ — поверхность, ограничивающая объём Я в пространстве 
переменных х, у, =. 

Частные решения этого уравнения, удовлетворяющие условиям 
(ХХШ.15), можно попрежнему искать в виде 

u=U(x, y, 2) T (2. (ХХШ.16) 

Подставляя (ХХШ.16) в (ХХШ.13), получим: 

ТОЛО(х, у, 2) = U(x, y, 2) T’ (4, 
ИЛИ 

Г AU (%, 2) а 
Г (1) О (х, у, 2) — , 

откуда 
T” +- \°T = 0, (ХХШ.17) 

AU-+ №20 == 0. (ХХШ.18) 

Решение уравнения (ХХШ.18) при условиях (ХХШ.15) ищется 
опять при помощи функции Грина. Эта функция С@,(Р, Ру) в этом 
случае удовлетворяет не уравнению Лапласа, а уравнению 

Ax AGs=— =, 

. Ax 
где р — объём области ®. Постоянная — 5 служит в этом случае 

решением сопряжённой однородной задачи, т. е. 

An 

(-5) Ar D ‚(бо Se D ) On 0, 

и подобрана так, чтобы обспечить существование функции Грина. 
Это вытекает из проведённого выше исследования задачи ШЧеймана 
[см. $ 2 лекции ХХ]. Ц, будет, таким образом, обобщённой функ- 
цией Грина. 

Будем искать то решение С уравнения 

AU = — NU, 

которое ортогонально к постоянной по нашей области: 

Г] MU dx dy dz =0. 

Будем решать уравнение (ХХШ.18), считая АЗО свободным членом. 
При этом то его решение, которое само ортогонально к постоянной, 
должно на основании результатов прошлых лекций иметь вид: 

U (Py) =)" | | | au (P) aP. (XXIIL19)
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Мы снова получили для собственных функций задачи интегральное 
уравнение с симметрическим ядром. 

Для этого интегрального уравнения справедливы все высказан- 
ные нами ранее утверждения, кроме 3, которое видоизменяется при 
этом так. 

За. Всякая функция Ф(Р), имеющая непрёрывные производные 
2-го порядка вплоть до границы области ©, ортогональная к по- 
CTOAHHOH: 

J [ J5e@w=o 

и удовлетворяющая граничным условиям, разлагается в равномерно 
сходящийся ряд по собственным функциям уравнения (ХХШ.19). 

Уравнение (ХХШ.17) имеет два линейно независимых решения: 

ТГ! = с0$ №4, 

T, = sin A. 

Если U; (x, y, 2)== U;(P)—-co6ctsennan функция уравнения 
(ХХШ.19), а A,;—ero co6crseHHoe значение, то искомые частные 
решения уравнения (ХХШ.13) будут: 

О; (х, у, 2) со,  U;(x, y, 2) чп №. 

Решение и интересующей нас задачи мы будем искать в виде ряда 

У a,U,; (x, y, 2) cos Af > 0; (х, у, 2) sink co+- cyt. (XXII.20) 
¢=1 i==1 ° 

Если ряд (ХХШ.20) равномерно сходится в среднем вместе 
ди 

с производной по времени, то ии >=. будут непрерывными в 

среднем функциями времени. Это было доказано в лекции ХХИ, 
теорема 4. Скоро мы убедимся, что условие равномерной сходи- 
мости в среднем вместе с производной по времени выполнено. 

Потребуем, чтобы ряд (ХХШ.20) удовлетворял начальным усло- 

виям: 
\ со 

и [+= о = Ха (x, У, 2) —- Co» 

| (ХХШ.21) 

  ==] 

FE hea Oy MOU (% Wn 2) ber. |
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Если выбрать коэффициенты а; и 0; так, чтобы иметь: 

2a aU; (x, J 2) == Фо (х, У, 2) — со, 

р i B,U, (x, у, 2) = $1 (х, У, 2) — су 

то начальные условия (ХХШ.14) будут выполнены в среднем. Пред- 
‘полагая опять систему функций Ц; ортогональной и нормированной 

U,(P) U,(PaP={ POF 

можем снова определить все коэффициенты рядов (ХХИ.21), подобрав 
сначала постоянные су и с; так, чтобы $, —с5 их. —с, были орто- 
гональны к постоянной. Повторяя прежние рассуждения, получим: 

ар == [[ ®лаР, м = [ [| чар. 
8 

Переходим к доказательству сходимости в среднем ряда (ХХШ.20). 
Подобно предыдущему, убеждаемся сначала, что 

М М 

Ln = Ха cos \,t-+- 20; sin ли 

$= = 

есть решение задачи с приближёнными начальными условиями. 
Рассмотрим два конечных отрезка ряда (ХХШ.20) и, и и, при- 

чём пусть и > т. Разность этих двух отрезков 

n п 
1 . 

Элт — Ч в — т = > a;U; cos М-Н. У В.О; п № - 
t==m-+1 t=m+1 

удовлетворяет уравнению 

Отит, —0 
> 

Аи — ув == 

краевым условиям (ХХШ.15) и начальным условиям 

7 

Эль |=0 = a ау, 
t=z m+ 1 

n 
~~] 

0 у MOUs. 
t=zm-+-1 

OUnm 

0:  
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Очевидно, 

(Jebel <> (Г 
если только ди т достаточно велики. 

Если теперь воспользоваться свойством 65 системы собственных 
функций, то в обозначениях ‘предыдущей лекции имеем 

Ко (0) <=, К,(0) <=, А(д=0. 
Из неравенств (ХХШ.12) и (ХХШ.14) вытекает при этих условиях, 
что К,(Й и К,(0 также будут сколь угодно малы в любом конечном 

OUnm 
ot 

удовлетворяют условию теоремы Фишера-Рисса и, значит, сходятся 
в среднем равномерно относительно # во всяком конечном проме- 
жутке а<21<_5. Следовательно, ряд (ХХШ.20) в среднем сходится 
к некоторому обобщённому решению. Мы не будем более подробно 
исследовать, при каких обстоятельствах это решение будет решением 
в обычном смысле слова. 

Как мы видим, каждый член ряда (ХХШ.20) представляет собой 
так называемое гармоническое колебание, причём частоты Х,; колеба- 
ний расположены дискретно. 

o
f
 = 

  

в } 
Paa}<s | 

$=0 } 

    

промежутке по #, Таким образом, последовательности Фи и 

$ 2. Аналогия между задачей о колебании непрерывной 
среды и колебаниями механических систем 

с конечным числом степеней свободы. 

Легко проследить аналогию между рассмотренной задачей для 
уравнения (ХХШ.13) и задачей о свободных малых колебаниях 
механических систем с конечным числом степеней свободы. 

Эта последняя задача формулируется как задача об интегрирова- 
нии системы уравнений: 

т 

42 я ° we X ang, G=1, 2, ..-, m) (ХХШ.22) 
==]. 

при условиях: 
` qj |0 — (9:)о 

dq; , 

С 

причём предполагается, что а„==ах. 
В такой системе вместо функции и(Р, 4), зависящей от Ё и от 

переменной точки пространства, мы имеем величину, зависящую 
отЁёи от дискретного номера fj. Если бы мы построили в области ®
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сетку из конечного числа точек Р,, Ро, ..., ВР» и заменили бы рас- 
смотрение функции и(Р, 1) рассмотрением величин 9; ==и(Р, # 
в конечном числе, то мы могли бы, заменив в уравнении (ХХШ.13) 
производные по координатам конечными разностями, получить 
систему, аналогичную (ХХШ.22). 

Решение системы (ХХШ.22), как мы знаем из курса обыкновен+ 
ных дифференциальных уравнений, имеет вид 

™ 

qj = 2a (4p cosh,t-l- d,, sin A,2), 

roe },—4aCTOTH колебаний, определяемые из так называемого веко- 
вого уравнения: 

— )2 
а: —^ а coe Fim 

2 
Qo Чо» — А soe Com = 0, 

2 
Qmt ane ce 8 Ginn А 

Разница между нашей задачей и задачей отыскания решения 
системы (ХХШ.22) состоит лишь в том, что система (ХХШ.22) 
имеет конечное число собственных частот колебаний, в то время 
как задача об интегрировании волнового уравнения имеет их беско- 
нечно много. Рассматриваемая аналогия идёт ещё глубже. 

Если мы будем трактовать совокупность чисел 41, до, ..., @ъ 
как некоторую точку в т-мерном пространстве или, точнее, как 
вектор 4, соединяющий начало с некоторой точкой этого простран- 
ства, то система уравнений (ХХШ.22) запишется в виде 

dag 
ip = Aq, (XXIH.23) 

где А — линейная подстановка над вектором 4. Из теории обыкновен- 
ных дифференциальных уравнений известно, что интегрирова- 
ние (ХХШ.23) сводится фактически к такой ортогональной замене 
переменных (преобразованию координат в пространстве 4), чтобы 
матрица подстановки А была приведена к диагональной форме. Если 
эти новые координаты обозначить через Г., Го, ...,Г»» ТО После 
замены ` . 

т 

9) = Zeta | _  (ХШ.24) 
ИЛИ ” os 

т 

в = 2 Bally
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мы будем иметь систему: 

mn 

ary — 

ав. = 2 Aw 
k=1 

jk |0; 15 #. 

Рассмотрение в случае волнового уравнения собственных функций 

Uj, Upy «1+, Un 
совершенно аналогично такому новому выбору координат. Вместо 
значений какой-нибудь функции Г(Р, Ё) во всевозможных точках Р 
мы будем считать эту функцию заданной своими коэффициентами /; (#) 
разложения в ряд: 

где 

Г(Р, 4) = Lf (£) U; (P). (XXIII.25) 

Формула (ХХШ.25) вместе с формулой 

AO=ff {re nuce)ap (XXIII.26) 

аналогична (ХХШ.24), только значок i B формулах (ХХШ.25) и 
(XXIII.26), соответствующий значку $ в формулах (ХХШ.24), 
меняется не от 1 до т, а от 1 до бесконечности, а роль значка / 
из формул (ХХШ.24), менявшегося от 1 до т, играет точка Р, 
меняющаяся в области 9. 

Эта точка зрения даёт новый взгляд на самый метод Фурье для 

решения задачи об интегрировании волнового уравнения (ХХШ.13) 
с предельными и начальными условиями. 

Совпадение, отмеченное нами, разумеется, не является случайным. 
По существу, как одна, так и другая задачи представляют собой 
частные случаи некоторой общей задачи, формулируемой в терминах 
абстрактной теории уравнений в функциональных пространствах. 

$ 3. Неоднородное уравнение. 

Не углубляя вопроса мы будем пользоваться существующей 
аналогией, указанной в $ 2, расширяя её далее. Мы проиллюстри- 
руем эту аналогию на задаче об интегрировании волнового уравнения 
со свободным членом и нулевыми начальными данными. К этой 
задаче, как мы видели, сводится самый общий случай. 

Рассмотрим уравнение 

ди 
Au — 5 = Е
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и попытаемся найти его решение, удовлетворяющее условиям 

  

ди 

м0 = ду 50 _ ? 

ди = . = 0. 

Отыскивая и в виде ряда 

и= Dd a,(HU,+ с, (д (ХХШ.27) 
4=1 

(всякая дважды дифференцируемая функция и, удовлетворяющая 

On 
такого же ряда!), получим: 

ди 
условию |= 0, в такой ряд разлагается) и представляя ГР в виде 

а --А (Уи и) — (Уф) = УЕ и В. 
$=1 $=1 $==1 

"Произведём дифференцирование под знаком суммы. Это диффе- 
ренцирование законно, если допустить, что ряды из производных 
равномерно сходятся. Тогда мы будем иметь: 

со (9 — Ро (®-- № Ме [— Мач (© — а (9 — Е: 9] = 0. 

Умножая обе части последнего равенства на (У, интегрируя и 
замечая, что при этом все члены, кроме того, который имел номер /, 
пропадут, получим для определения a,(¢t) дифференциальное урав- 
нение: 

а; (д -- №, (0-- Е, (9 =0. (ХХШ.28) 

Мы также получим 

ey (1) — F,(t) =0. 

  

1) Функция Р, вообще говоря, не удовлетворяет краевым условиям. 
Однако она, очевидно, может быть заменена функцией РЁ”, удовлетворяющей 

этим условиям, и такой, что f f f (F’ — F)*dx dy dz<e. Ha ocnopannn pac- 

суждений предыдущей лекции такого рода замена повлечёт за собой сколь 
угодно малую ошибку в решении,



334 МЕТОЛ ФУРЬЕ far. XXII 

Пользуясь известной формулой для решения обыкновенных уравне- 
ний, имеем: 

: 

a, (t) =: | зш [+ (#— &)1 2% (#,) dey, 
0 

$ 

(в = [@— в) Ро (в) ав. 
0 

При таких а;(Р формула (ХХШ.27) даст нам искомое решение, 
если только ряд (ХХШ.27) окажется равномерно сходящимся со 
своими произволными до 2-го порядка. Чтобы избежать исследова- 
ния сходимости, мы можем опять заменить свободный член Р функ- 
цией Рк — отрезком ряда Фурье. Переходя затем к пределу, мы 
получим, пользуясь теоремой Рисса Фишера, если не решение в обыч- 
ном смысле слова, то обобщённое решение. 

Наша подстановка (ХХШ.27) есть аналог замены переменных 
в системе (ХХШ.23), приводившей эту последнюю к каноническому 
виду. Так же как и для (ХХШ.23), она быстро решает задачу. 

Очень легко указать также путь к решению задачи об интегри- 
ровании уравнения теплопроводности с правой частью и неоднород- 
ными условиями на границе: | 

19 > 
Au — — <7 x F (P, A, 

ив=/($, 0), 
Up-9 = O(P). 

Достаточно заметить, что эта задача может быть сведена к задаче 
интегрирования того же уравнения при условиях 

и |3 = 0, 

и |1 =о== 0. 

Разложим свободный член в ряд вида 

ГР, д = ХЦ, (Р) Е, (8. (ХХШ.29) 
j=l 

Такое разложение возможно, так как при фиксированном значении ¢ 
функция Р(Р,№ разложима в ряд вида (ХХШ.29). Коэффициенты 
этого ряда, вообще говоря, зависят от Ё 

PF; () = Г ff OP) Fe, paP. (XXII.30)
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F,;(é) суть непрерывные дифференцируемые функции, если частная 
производная по { функции Р(Р, 1) непрерывна, как это видно из 
формулы (ХХШ.30). 

Отыскивая решение уравнения 
` 

М 10 

Aen п a =) FOU) (ХХШ.31) 
1=1 

в виде 
М 

ИМ = 2% (КИ, (P), 

получим: 

М 

1 
Ури ми |=, 

4==1 

откуда, умножая на И; и интегрируя, видим, что коэффициенты а; (1) 
должны удовлетворять уравнению: 

Fa; (0) Ма (0-Е Ви 0 == 0. (XX11.32) 

Взяв за а;(Ё) то решение (ХХШ.32), которое обращается в нуль при 
[=0, т. е. 

1 

ар [6949 Е, (9 @, 
0 

мы увидим, что им (Г) будет удовлетворять как уравнению (ХХЛТ.3Т), 
так и поставленным начальным и граничным условиям. 

Переходя затем к пределу при Л№-—>со и замечая, что правая 
часть (ХХШ.31) стремится к функции Р, получим, рассуждая подобно 
прежнему, обобщённое решение, которое при достаточной глалкости Ё 
будет решением в обычном смысле слова [см. 5 2 (XXII)]. 

В практических задачах часто наибольший интерес при решении 
волнового уравнения представляет как раз отыскание всех частот A, 
или, как говорят, спектра собственных частот колебаний. Знание 
такого спектра позволяет избежать неприятного явления резонанса. 

Резонанс возникает большей частью тогда, когда внешняя сила 
изменяется по синусоидальному закону и частота её совпадает с соб- 
ственной частотой колебаний. 

Пусть, например, в формуле (ХХШ.28) 

Е (1) — sin №: [.
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тогда 

1 

—
-
 

1 =; [cos A, (24, — 4) — cos A,f] dt, = 

® 
м
 

6
 

1 
= — 9, COS Att ae sin A,é. 

4 

Как видно, 4; (1) неограниченно растёт вместе с & 

$ 4. Продольные колебания стержня со свободными концами. 

Кроме разобранных нами случаев применения метода Фурье, мы 
могли бы указать ещё много других. Естественно, например, изучать 
таким образом уравнение 

p (x) $4 4g (x) B+ r(x)a p(x) H+ F(x, 8, 
ИЛИ 

p(x) S44 g(t +r (up -} F(x, §), 

MpH yCNOBHAX fh & B MOMeHT ¢==f, H Ha KOHIaX промежутка 
О<х< 1, и ряд других. 

Не вдаваясь в детали, рассмотрим Один простейший пример при- 
менения изложенной теории. 

Изучим решение уравнения: 

02и Ou 
да o# 

Jpu yCOBHAX 

д "| =), Sel =), — (6.3) 
== }=0 

ди ди —_ a |= 0 | —0. (ХХШ.34) 

Эта задача возникает, например, при изучении продольных колебаний 

стержня, свободного по обоим концам. 

Согласно изложенному методу, решение следует искать в виде 

ряда 
со 

И= У (а, со АЯ -- бут 4) Ир) -- со - си, 
j=l
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где 0,(х) суть решения дифференциального уравнения: 

wa + АО; == 0. (ХХШ.35) 

В нашем случае нет надобности прибегать к помощи интеграль- 
ного уравнения для отыскания решения уравнения (ХХШ.35), удовле- 
творяющего граничным условиям: 

aU; aU; 
— = 0 И —— — 0. 

ax |x=—0 ax le! 

OOmee pemenne ypaBuenna (XXIII.35) 6yzer: 

U; = ¢,cosh,x -+-d,sinh,x, 

если hj `> 0, нли 

U,; =, ch ihjx -+ a; sh idjx, 
2 

если hy <0. 
В указанных случаях 

‹ 

dU; . 
x = h, (— С; Sif ix + d; Cos jx), 

au; 
Tk = h, (с; sh ihjx -- d; ch th; x). 

Первое из граничных условий заставляет считать 4, ==0 в обоих 
случаях, а второе условие приводит к заключению, что мнимые зна- 

чения ^, (т. е. отрицательные для ^7) невозможны. 
Таким образом, 

. au; ah 
U, = ¢; cos jXy Fe — Аут ях. 

Пользуясь вторым грапичным условием, заключаем, что 

откуда 

И 
О; == с; т ]пх. 

Известны формулы: 

1 1 

| cos jmxcoskrxdx={ 2’ 
о lo, je. 

Если выбрать теперь ==, то мы получим искомую систему 
ортогональных пормированных функций (Ц, в виде 

0, = V 2cos jrx. 

J=R; 

99 Зак. 1956. С. Л. Соболев.
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, 
Коэффициенты а; и 0, получим в виде 

i 
a,;= V2 | ф‚ (х) с0$ 1 кх ах, 

0 

1 

, 6; = ie ©, (x) cos jrx dx, 

0 

и окончательный ответ в виде ряда 

со 

и=у? а;с0$ jrx- b, sin jax + Cy -}- cyt, 
j=l 

где 
1 1 

бо — | Фо (х) 4х, с: = | ф! (х) ах. 
0 0 

Как мы видим, частоты собственных колебаний такого стержия 
будут иметь вид 

т], =], 2, eee, a 

Для того чтобы закончить изложение метода Фурье, мы сделаем 
ещё несколько замечаний общего характера. В наших рассуждениях 
существенную роль играло то обстоятельство, что числа ^, не сгу- 
щались нигде. Поэтому в формулах (ХХШ.25) и (ХХШ.26), которые 
мы рассматривали как аналог линейных преобразований п чисел, одно 

из переменных — значок {— принимал лишь счётное множество зна- 
чений. Как выясняется при детальном исследовании, это обстоятельство 
тесно связано с фактом ограпиченности области 9. Те свойства 
интегральных уравнений с симметрическим ядром, на которые мы 
опирались, могут потеряться, если область будет неограниченной. 

При этом может случиться, например, что таких ортогональных 
нормированных собственных функций не существует. Они заменяются 
при этом целым множеством функций И(Р, #), зависящим от непре- 
рывно меняющегося параметра &. Если задача несамосопряжённая, то 
множество собственных значений Х может быть не только веществен- 
HbIM, HO H комплексным.



ЛЕКЦИЯ ХХУ. 

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ВЕЩЕСТВЕННЫМ 

СИММЕТРИЧЕСКИМ ЯДРОМ. 

6 1. Простейшие свойства. Вполне непрерывные операторы. 

Мы видели выше, что задача об отыскании собственных значе- 
ний и собственных функций для многих задач математической физики 
приводится, при помощи функции Грина, к ‘задаче о собственных 
значениях и собственных функциях некоторого интегрального урав- 
нения тила Фредгольма 2-го рода с вещественным симметрическим 

ядром, т. е. таким ядром, что 

K(P, Py) =K (Py P). 
Мы будем изучать несколько более общее интегральное уравнение, 

а именно: 

$ (Ро) =/(Ро) + ^ [К (Фь, Ре (Р)р(РаР, — (XXIV.1) 

и соответствующее однородное уравнение: 

- @(Po) =A] K (Po, P) 9(P)p (P) aP, (XXIV.2) 

где K(Po,P)—cummetpuyeckan функция координат точек Ру и Р, 
а р(Р) — неотрицательная измеримая функция, называемая весом (или 
нагрузкой). - | 

В случае р=1 мы получаем интегральные уравнения с симме- 
трическим ядром. 

Для рассматриваемых интегральных урзвнений и, в частности, для 
интегральных уравнений с симметрическим ядром имеет место целый 
ряд важных предложений, к изучению которых мы и перейдём. 

Мы будем говорить, что уравнение (ХХУ.1) имеет нагруженное 
симметрическое ядро или симметрическое ядро с нагрузкой р (Р). 

Для того чтобы не затруднять изложение, мы ограничимся тем 
случаем, когда функция р(Р) ограничена. | 

22%
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Мы предположим, кроме того, что функция р(Р) обращается в нуль 
только на множестве меры нуль. 

Лемма 1. Пусть Ф(Р) и + (Ру) — две произвольные функции, 
вещественные или комплексные '), интегрируемые с квадратом 
модуля с весом O(P) в ограниченной области 8, т. е. 

[Пе(РУРо(Р)аР < оо, |1$(Ро[?р (РоеРь < оо. 
Q g 

Далее, пусть вещественное ядро?) К(Р, Ру) удовлетворяет 
неравенству: 

A KP, P<, 
где г— расстояние между точками Р и Ру, аа < п. Тогда интеграл 

JJIK@. Pode Oe Pode Pe (PodP dP, — (XXIV.3) 
зо 

сходится. 
Оценивая интеграл (ХХ!У.3) при помощи неравенства Буняков- 

ского, получим: 

ГГкФ, 2) (Р) 4 (Po) Ip (P) р (Ро) аРаР < 
    

| 2 <V fle yee ary’ [lf 1x0, Po) $ (Ро | (Ро) ав. о (Р) oP. 
Q за 

Если мы установим существование интеграла 

ИКС, 2) $ (Ро [в (Ро) ЧР, () 

для почти всех Р, а также сходимость интеграла: 

J || | (P, Po)? (Po) 12 (Po) ар} 9 (P) dP, — (XXIV.4) 
2 Q 

то отсюда будет вытекать наша лемма. 

  

1) Под комплексной функцией вещественного аргумента (или веществен- 
ных аргументов) $ (Р) мы понимаем функцию, представимую так: 

ф (Р) = чи (Р) -- + (Р), 

где +; (Р) и + (Р) — вещественные функции. 
2) Ядро К (Р, Ву) ие предполагается симметричным,
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Имеем: 

[Пк(Ф, Po)¥ (Po) Le (Po) aPo < 
Q 

11 А — — < [мое воарь а | ЕЕ (Рода < 
о rer 

э р > ] о 

< ау | Г vo dP у | == [9 (Ро) Гр (Ро) аРь, 

по 2 » 

Ро) аР. we A2 [ 2 о. 0 <M, (#*) 

e! 

$ 

где // — некоторая постоянная. 
Следовательно, интеграл (*) существует для всех тех точек Р, для 

которых существует интеграл 

1 о ; [£19 ©) Pe (Pp) aPo. (XXIV.5) 
Q 

Таким образом, 

И ко Ро) $ (Ро) [в (Ро) а, в (Р) АР < 

I о <м || | L149 @)Pe (Py) Po] oP) ae. 
Мы установим одновремённо и существование иочти везде инте- 

грала (ХХГУ.5) и сходимость интеграла в правой части последнего 
неравенства, пользуясь теоремой Лебега-Фубини. 

Докажем сходимость 2п-мерного интеграла 

| | = [1% (Ро) р (Ро (Р) аРуаР. 
(XXIV.6) 

2 

Отсюда будет следовать, что кратный интеграл: 

1 

ИЕ Рр(РоаР, |в(Р) dP 

` ое 

будет иметь смысл и будет сходящимся, так же как и интеграл 
(XXIV.4) 

Чтобы установить сходимость интеграла (XXIV.6), 6ymem cornep- 
шать интегрирование в другом порядке: 

| [4 (Ри) Ро (Ро | a р (>) а dP. (XXIV.7) 

я 9
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В силу (**) подинтегральная функция меньше, чем 
2 

- B|¥(Po) Pp (Po), 

где В — постоянная; следовательно, интеграл (ХХГУ.7) меньше, чем 

B[1Y (P.) Pe (Po) dP 

который сходится по условию леммы; значит, сходится и интеграл 
(ХХГУ.6); лемма доказана. 

Следствие. Справедливо равенство 

fe (P) {f KP, Po) ¥(Po)p (Po) dPo\ p (P) dP = 
Q о 

Доказательство следует из добавления к теореме Лебега-Фубини 
(см. лекцию VI). 

Введём следующие обозначения: 

f K (Po, P)¢ (P)p(P) dP = Ag, (XXIV.8) 

[K (Po, P)Y Po) 9 (Po) dPo = A*Y. (XXIV.9) 
Q 

Из доказанного выше следует, что существуют ингегралы 

Плорр(Р)ар, [А*Ур(Р)ар. 
Q Q 

Заметим, что в случае симметричности функции К (Ру, Р) оператор А 
совпадает с оператором А*. Пусть также 

(9, = fe(P)¥P)p (Pyar, (XXIV. 10) 
Q 

где ф обозначает комплексно сопряжённую функцию с $. 
Будем называть выражение ($, $ф) скалярным произведением функ- 

ции © и $. 
Отметим некоторые свойства этих символов: 

. А(а191 -- 42а) = а. Аф, -- а... 

+ (2191 + Geo, }) = ay (Oy Y)+ аз (о $). 

(х, Ay; -F Apo) = а, (Ф, $) а ($, $»). 

- (9, ф) == ($, ф). 
. Для любой интегрируемой с квадратом функции ф 

($, $) 2.0, 

o
n
 

wo 
N
e
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причём знак равенства имеет место в том и только в том случае, 
если функция Ф эквивалентна нулю. 

В равенствах 1, 2, За: и а. — некоторые постоянные. Справед- 
ливость всех наших равенств устанавливается непосредственной про- 
веркой. 

Наше следствие может быть записано в форме 

(ф, А*ф) = (Аф, $). (XXIV.11) 
Для случая вещественной и симметрической функции К(Р, В) и 
вещественных ф и ф будем иметь ($, 4) = (Дф, 9). 

Переходим к изучению интегральных уравнений. Изучим прежде 
всего однородные уравнения. 

Условимся в дальнейшем рассматривать только такие собственные 
функции, у которых квадрат модуля интегрируем с весом р. 

Теорема 1. Если № и Л. суть дза различных характеристи- 
ческих числа уравнений 

p=, Ag 

ф = 2 А, 

о собственные функции этих уравнений © и ф удовлетворяют 
соотношению 

(0, ф) = 0. (XXIV.12) 

В самом деле, 

У) = (в, 19) — (е, 5 ($, д) — ($ и) =, р), 
- | ~~ 1 _ 

(Ag, $) = (= ®, $) =. ($, %); 
44 

из (ХХ!ГУ.11) следует при этом 

| hol д = ($, $, 
что возможно лишь, если ($, %) =0, что и требовалось доказать. 

Функции ф и, удовлетворяющие (ХХГУ.12), мы будем называть 
ортогональными с весом р(Р) или, когда это не поведёт к недора- 
зумениям, ортогональными. 

Следствие. Фундаментальные функции интегрального урав- 
нения с нагруженным симметрическим ядром, соответствующие 
разным характеристическим числам, ортогональны. 

В самом деле, для симметрического ядра с нагрузкой все фун- 

даментальные функции уравнения + ==^А* просто превращаются 
в фундаментальные функции уравнения $ =^А$, ибо А==А*. = 

Теорема 2. Вещественное нагруженное симметрическое ядро 
‚ве может иметь комплексных характеристических чисел.
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Доказательство. Пусть наше уравнение имеет характеристи- 
ческое число Ло и фундаментальную функцию оу, т. е. 

Po = pA, 

Взяв сопряжённые комплексные величины от обеих частей нашего 

уравнения и обращая внимание на то, что для вещественного ядра 

КР, Po) _ 

o= Ag, 
получим; 

Фо = №. 

Отсюда следует, что № и Фу суть также характеристическое число 
и фундаментальная функция нашего уравнения. 

Поскольку №№, на основании следствия из теоремы ‘'1 видим, 

что < и © должны быть ортогональны с весом р, т. е. 

(Фо; Фо) = | во (Р) ео (Р)в (Р) dP = [|во(Р) I?p (P) dP =0; 

Q Q 

значит, 9 =0, что и противоречит предположению о том, что 2% 
есть нетривиальное решение уравнения: 

Ф = ^Аф. 

Теорема 3. Все фундаментальные функции вещественного 
симметрического ядра сами вещественны (точнее говоря, могут 
быть выбраны вещественными). 

Пусть 

9 (P) = a (P) + iB (P) 

— фундаментальная функция. Подставляя её в уравнение, получим: 

Og = a+ IB = MAG) = Aa +- thAB; 
разделяя вещественную и мнимую части, получим: 

а=— Аа, В=ААВ. 

Следовательно, & и В суть сами фундаментальные функции, и вместо $; 
можно рассматривать именно обе эти функции; Линейной комбина- 
цией их будет наша функция $. 

Лемма 2. Все фундаментальные функции нагруженного силм- 
метрического ядра можно считать ортогональными с весом в. 

Заметим, что для уравнения с симметрическим ядром описанного 
зида вся теория Фредгольма, очевидно; справедлива, ибо иптегралы 

Пк(Р, Ро ю(Ррав, FIK(P, Pile (Py aP 
© ‹ 
a |
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ограничены. В частности, каждому собственному значению А отве- 
чает лишь конечное число линейно независимых функций. 

Перейдём к доказательству леммы. В самом деле, неортогональ- 
ными могли бы быть лишь фундаментальные функции, соответствую- 
щие одному и тому же характеристическому числу A. Пусть эти 
функции будут, например, $1, Фо, .-., Фа. Вместо них мы рассмотрим 
их линейные комбинации: 

Dy = Pia 

» 92) th = V — (Фи, $2) $2 L, 

° “(bp Oy) 

be = __ (ь (9, в) Ч __ (2 » $3) Uy 

oo (dy, Hy) 2 (de, о ^ 

__ (Чт, (фл, фк) |. © (Yo, x) | фк 1, фи) 

fe = ta (фь $1) (Ya de) een Seed Yet 

Методом полной индукции легко доказать, что каждая функция Y, 
ортогональна ко всем предыдущим, так как 

(6, $.) = (Pp 8) — on tu te (bs W—- бы (y, ‚ $). 
(95 — 1 9—1) 

В правой части все слагаемые нули по предположепию индукции, 

_ ©. _— 
ибо [< $, кроме (9„, 4.) и a ф,), которые взаимно унич- 

Ye VE 
тожаются. Очевидно, Ф, являются решениями однородного уравнения, 
что и требовалось доказать. 

Определение. „/Уы будем говорить, ито последователь- 
ность {$} функций, с интегрируемым квадратом модуля, схо- 
дится в среднем с весом р к функции Ф с интегрируемым Keadpa- 
том модуля, если справедливо соотношение 

| lim [е,— ФРраР =0. 
7 —>с0 

Заметим, что если последовательность {ф„|! функций с интегрируемым 
квадратом равномерно сходится к $, то эта последовательность схо- 
дится в среднем к $. Однако обратное предложение, очевидно, не 
имеет места. Если отказаться от требования равномерной сходимости, 
то можно построить примеры всюду сходящихся последовательностей, 
которые в среднем не сходятся. 

В лекции ХХИ, 8 7 мы встречались уже с понятием сходимости 
в средием и доказали, что одна последовательпость не может схо- 
диться в среднем к двум различным функциям. Здесь мы напомним 
еще раз, что если предполагать интегрируемость в смысле Лебега,
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то в упомянутом предложении следует считать различными только 
функции, значения которых различны на множестве положительной 
меры. 

Определение. Назовём некоторое множество функций ком- 
пактным, если из любой его бесконечной части можно выбрать 
сходящуюся последовательность. 

При разных требованиях, наложенных на сходимость, которая 
может быть сходимостью в среднем или равномерной сходимостью 
и т. п., мы получим и разные условия компактности. 

Компактные множества функций по своему определению весьма 
близко напоминают ограниченные множества точек. Ясно, что любая 
бесконечная часть ограниченного множества точек сама есть ограни- 
ченное бесконечное множество и поэтому имеет хоть одну предель- 
ную точку, а значит, и последовательность, сходящуюся к этой 
точке. 

В курсе математического анализа вводится понятие равностепен- 
ной непрерывности множества функций. Напомним определение этого 

понятия. 
Множество функций [$] называется равностепенно непрерыв- 

ным, если для любого положительного & можно указать такое 
число 3 (=), что неразенство 

| (Р) — + (Р:)| <з 

имеет место, как только расстояние между точками р ир! 
меньше (=), одновремённо для всех функций, принадлежащих 
множеству {$}. , 

Одним из важнейших применений понятия равностепенной пепре- 
рывности является так называемая теорема Арцела!). Эта теорема 
гласит: если некоторое множество функций {$} равномерно огра- 
ничено п равностепенно непрерывно, то из него можно выделить 
равномерно сходящуюся последовательность. (Равномерно ограни- 
ченным называется множество функций, удовлетворяющих HepaBeH= 
ству [Ф| < А, где А не зависит от: $.) 

Пользуясь понятием компактности, мы можем сформулировать 
этот результат так: 

Множество, состоящее из равномерно ограниченных равностепенно 
непрерывных функций, будет компактным, если рассматривается рав- 
номерная сходимость или, тем более, сходимость в среднем. 

В самом деле, по теореме Арцела любое такое бесконечное 
множество имеет хоть одну предельную функцию, т. е. содержит 
равномерно сходящуюся последовательность. Разумеется, при этом 
сходимость в среднем также имеет место, если область задания 
  

1) См. Степанов В. В., Курс дифференциальных уравнений, 4-е изд., 
глава ИП, $ 2, стр. 64, или Петровский И. Г. Лекции по теории обыкно- 
венных дифференциальных уравнений, $ 11.
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функций ограничена, что мы и будем предполагать. Очевидно, что 
мпожество функций, компактное для равномерной сходимости, ком- 
пактно и для сходимости в среднем. 

Будем называть множество функций ($} ограниченным.в среднем, 
с весом р (Р), если оно удовлетворяет условию 

ПоРрар < А. 
2 

Определение. Назовём вполне непрерывным оператором та- 
кой оператор Де, который, будучи применён ко всем функциям 
некоторого ограниченного в среднем множества {$}, превращает 
его в компактное множество в смысле сходимости в среднем. 
Если множество Аф будет компактным в смысле равномерной 
сходимости, то оператор А мы будем называть усиленно вполне 
непрерывным. 

Теорема 4. Интегральный оператор 

Ag = [ K(Po, P) 9 (P) p(P)aP, 
£2 

где функция К (Ру, Р) непрерывна, а р (Р)—интегрируемая функция, 
есть усиленно вполне непрерывный оператор. 

Пусть {Ф} — множество функций, ограниченное в среднем 

ПеРраР < А. 
£2 

Пользуясь неравенством Буняковского, легко видеть, что семей- 
стяо функций {АФ} является равиомерно ограниченным. В самом деле, 

Jo? < fle padP | К(Рь Р) В (Р)аР < АМ, 
g 8 . 

если 

IK (Po, P)| <M, B= { p(P)aP. 
8 

Докажэм, что семейство это равностепенно непрерывно. Пусть 

в == ДФ. 

Составим разность 

о (Р:) —®(Р.) == | [К(Р,Р)— К(Р, В.Ф (Р)в (Р)аР. 

Имеем 

| (Рд— в (Р5) [< | [(Р)Вр(Р)аР ПК (Р,Р)—К (P, Pa) Вр (Р) аР. 
8 8
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Выберем точку Р. столь близко к Р., чтобы иметь 

| [K(P, P)—K(P, Pol <e. 

Это возможно, так как ядро К(Р, Ру) непрерывно в замкнутой 
области изменения переменных Р, Ру и по известной теореме будет 
там равномерно непрерывно. При этом 

|o(P))—o(P)P<A f e%(P)dP = АВ, 
где : 

В = [ р(Р) ар. 
¢ w

e
 

{ 

Мы видим, таким образом, что разность |®(Р.) —в (Р5)| может 
быть сделана меньше любого наперёд заданного числа при Р., доста- 
точно близком к Ро, одновременно для всех « = До, так как в нашу 
оценку пе вошли индивидуальные свойства функции Ф. Следовательно, 
семейство {Дф} равностепенно непрерывно. Отсюда следует компакт- 
ность этого семейства в смысле равномерной сходимости и, тем 

более, в смысле сходимости в среднем. 
Предположим теперь, что ядро К(Ру, Р) вещественно и непре- 

рывно всюду в области ® ЖХ 9 по обоим переменным, за исключением 
множества {Р = Ру} и везде в области 8 Ж®@ удовлетворяет нера- 
венству 

[К (Ро, В) | < Sf, a>0. (XXIV. 13) 
r 

  

Такие ядра мы будем называть почти регулярными. Справедлива 
Теорема 5. Интегральный оператор А: 

Ag == [ K (Po, P) 9(P) p(P) AP, 

20e sOpo K(Po, P) noumu pezyanpHo, a функция р(Р) ограничена, 
представляет собою усиленно вполне непрерывный оператор. 

Доказательство этой теоремы весьма близко к доказательству 
предыдущей теоремы. 

Пусть {Ф} — семейство функций, равномерно ограниченное в сред- 
нем. Докажем, что семейство {АФ} равномерно ограничено и равно- 
степенно непрерывно. 

Как и прежде, равномерная ограпиченность следует из неравенства 
Буняковского. В самом деле, если 

Пер) Рр(руар < м,
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то 

[ ке», Р)®(Р)ь(Р)аР| < 
2 

<| [1K Po P) PoP) 4P|| fle P)Pe Py aPl. 
2’ о 

В силу условия (ХХГУ.13) имеем: 

| [K (Py, P)Pp(P) dP < | A oP) АР < С, 
® 2 

где С — некоторая постоянпая. Пользуясь этим, получим 

| Гк(Рь Pe (P) PP) apy < МС. 

Ограниченность семейства {Ах} доказана. 
Пусть теперь « = Аф. Составим разность 

@ (Ps) —o (Py) = f [KP P)—K (Pa PY 9 (P) p (P) aP. 
[$ 

Имеем: 

[ow P)—o (PI? < [| e(P) [Pp (P)aP [ |K(P,, P)—K(Pa, P)Pp(P)a< 
о Q 

<M Г \K (P,, P) —K (Py P)|2p(P) dP = Mi, 
Si 

где через / обозначен интеграл 

ПКФ, Р)—К(Рь Р)Вь'Р)аР. (XXIV.14) 
Q 

Оценим этот последний интеграл. Функция |К(Р., Р)—К(Рь, Р)|? 
представляет собой функцию Зи координат точек P, P,, Po, 
непрерывную в области @ЖЯЖ@ всюду, кроме множества 
точек 'Р=Р, и Р==Р.]. Пусть г, — расстояние от точки Р до 
точки Ру, а г›— расстояние от Р до Р.. В пространстве Зи перемен- 
ных исключим из области @ЖЯЖ О открытые множества точек, 
удовлетворяющих условиям г, “щи Го < 1, где ч — любое наперёд 
заданное положительное число. В оставшемся замкнутом множестве 
функция |К (Р., Р) —К(Рь, Р)? будет, по теореме Вейерштрасса, 
равномерно непрерывной. При Р, = Рь она обращается в нуль. Следо- 
вательно, при любом = > 0 можно указать такое положительное число 
6 (г, 4), что коль скоро расстояние между точками Р; и Ро, которое



350 ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ С СИММЕТРИЧЕСКИМ ЯДРОМ [л. ХУ 

мы обозначим через г*, будет меньше 6, то будет иметь место нера- 
венство 

|К(Р,, Р) —К(Р., РР <е. 
Воспользуемся этим замечанием для оценки интересующего нас 

интеграла. Пусть задано некоторое положительное число г. Окружая 
в области изменения Р обе особые точки Р;, Р. малыми шарами 
радиуса * и разбивая интеграл (ХХПУ.14) на две части, положим: 

I= [| [K(Py, P)—K (Po, Р)Вр(Р) ар; 
n<q 
7. < 1] 

= [ 1К, © —К(Фь Р) Ро (РР. 
7. >17 
ИЛИ 

т. >14) 

Тогда J=/,+/, Нетрудно видеть, что (в) всегда можно взять 
столь малым, чтобы иметь 

= 1 <5. 
Действительно, 

[К (Р., Р) —К (Рь, БР < 
< [К(Р,, Р)—К(Р., РЁ К(Р,Р)-+ К(Р. Р)]? = 

==2[K(P,, РР? -- 2 [К(Р. 6)? 

и, следовательно, 

<? | КФ, ВРь(РаР-? | 1К(, Р)Рь(Р)аР. 
n1< 9 n<my 
%o<N mM<OT 

Отсюда, применяя оценку (ХХП.13) для K(P,, P), K (Po, P), 
получаем 

1<5. 

Выбрав величину \ (г), мы можем далее найти 0 (=) таким обра- 
зом, чтобы везде под знаком интеграла /› имело место неравенство 

[K(Py, P)—K Pe PIP S 2 max P mQ ? 
  

roe mQ—o6ptm o6nactu @, Kak только г* < 65. 
При этом будем иметь 

Е " р (Р) = 

ls Sond | тах о ЧР< у. 
о 

[<.е, 

  

Отсюда
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Мы видим, что величина 6(е) оказалась зависящей только от рас- 
стояния между точками Р, и Рь и не зависит от функиии $. Следо- 
вательно, множество функций {Ах} равностепенно непрерывно. Выше 
было доказано, что оно равномерно ограничено. В силу теоремы 
Арцела множество {Аф} является компактным в смысле равномерной 
сходимости. Таким образом, оператор А является усиленно вполне 
непрерывным, что и требовалось доказать. 

Мы выясним далее, что свойство оператора быть вполне непре- 
рывным есть чрезвычайно важное свойство, ибо именно из него будут 
следовать основные теоремы для уравнений с нагруженным симметри- 

ческим ядром. 
Можно доказать, что вся качественная сторона теории Фредгольма 

для несимметрических ядер, т. е. альтернатива Фредгольма условия 

разрешимости уравнений и т. д., целиком переносится на уравнения 

y= Meh 
с вполне непрерывным оператором А. Олнако мы не будем OCTa= 
навливаться на этом вопросе. 

$ 2. Доказательство существования собственного значения 

Теорема 6. Интегральное уравнение 

ф= До (XXIV.15) 

с вещественным сииметрическим ядром, если А— вполне непре- 
рывный оператор, имеет по крайней мере одно собственное зна- 
ченце. 

Доказательство. Заметим прежде всего, что для наших целей 
достаточно установить существование хотя бы одного характеристи- 
ческого числа и фундаментальной функции у уравнения 

ф==рА*ф 
В самом деле, перепишем это последнее уравнение в виде 

ф— РА =0, 
и пусть ри, —его собствепное значение, а Ф, — соответствующая соб- 
ственная функция. Полагая р? ==, имеем 

(В— №4) КЕ-- ЖА) = 0, 
в обозначениях лекции ХУШ. 

Левая часть последнего уравнения может обратиться в нуль лишь 
в том случае, если функция 

ty = (E-+ №4) Po 

является решением уравнения 

(Е—^А)ф =0 при =A).
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Следовательно, либо + =0, либо уравнение (Е—^№А)ф ==0 имеет 
негривиальное решение. В первом случае имеем 

(E AA) 9 = 9, 

и, значит, Фу есть собственная функция уравнения (ХХГУ. 15), отве- 
чающая собственному значению / = —№. Во втором случае также 
получаем существование собственного значения =)» у уравне- 
ния (XXIV.15). 

Рассмотрим выражение 

(Ay, Ag) — ($, 42$) 

($, $) (+, $) ° 
> 

для всевозможных функций ©, вещественных и интегрируемых с ква- 
дратом и не эквивалентных нулю. Это отношение не может равняться 
пулю для всех о, ибо иначе Аф было бы тождественным пулём. 
Очевидно, что оно не атрицательно. Опо не может, кроме того, при- 
пимать неограниченно больших значений. Действительно, это отно- 

шение не меняется от умножения функции на любую постоянную. 
Поэтому достаточно установить ограниченность этого отношения для 
функций, равномерно ограниченных в среднем, а это очевидным обра- 

(Ag, Ag) 
(+ 9) 

имеет точную верхнюю границу, которую мы обозначим через х.. 
Нри этом, очевидно, 

(А?з, Ау) _ (АЗ, 425) (Ах, Ag) 

зом вытекает из доказанного ранее. Следовательно, выражение 

  
ео — бе 9 < (XXIV.16) 

Пусть ф„ — последовательность функций, таких, что 

(Pn, On) =1, _(XXIV.17) 
lim (Ag,,, A®,) == %4. (XXIV.18) 

п > CO 

Такую последовательность всегда можно построить. По свойству 
верхней границы существует последовательность ф’, такая, что 

. (Ао Ag,,) 
lim x =. = 

в > © (9 ф„) 

  

Полагая затем 
Е 

oO. = Pin 
1 = 

И (< Фив) 

получим искомую последовательность. 
Рассмотрим последовательность, 

п. _.. A2 
Vn — “12 А Фи.
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Докажем, что 
Нт (Фи, $.) =0. (XXIV.19) 
71> со 

В самом деле, 

(Yas Pre) =F (Pras Фи) — 2% (Фи АЗ») - (АХ, АЗф,). 

В силу (ХЖУ.16) имеем: 

(» 9) < 2: — 2%, (фи, А?фи) == 2, (, ——(Аф„, Аф,)). 

Пользуясь (ХХИУ.18), убеждаемся в справедливости (ХХГУ.19). 
Таким образом, последовательность функций х/ф, —A*o,, cTpe- 

мится к нулю в среднем. Благодаря усиленной полной непрерывности 
оператора А? последовательность А?Ф, равностепенно непрерывна и 
равномерно ограничена. Поэтому из неё можно выбрать подпоследова- 
тельность А сходящуюся равномерно к некоторой непрерывной 

функции. 
Но 

lim А, == x, lim Фи (XXIV.20) 

где предел справа понимается в средием. Значит,  последователь- 
ность Ф„, также имеет своим пределом в среднем непрерывную функ- 

цию, которую мы обозначим через Фу. Переходя к пределу в соот- 
ношении (ХХГУ.20), получим 

Qn, == 
| х1Фо — A“Go = 0. 

Или, полагая 
1 
ay? %4 

имеем 
. 20. = Oy —— 4 A*G, = 0. 

Следовательно, уравнение (ХХГУ.15) имеет собственное значе- 
ние |4), что и требовалось доказать. 

Сопоставляя теоремы 4, 5 и 6, мы видим, что нами доказано 
существование по крайней мере одной собственной функции и одного 
собственного значения для интегральных уравнений с нагруженными 
вещественными симметричными ядрами в двух случаях — для непре- 
рывных ядер и для почти регулярных ядер. 

Важно отметить, что собственная функция, существование кото- 
рой мы доказали, всегда непрерывна. Это следует из усиленной 
полной непрерывности оператора А. 

  

23 Зак. 1956. С. Л. Соболев.



ЛЕКЦИЯ ХХУ. 

БИЛИНЕЙНАЯ ФОРМУЛА И ТЕОРЕМА 

ГИЛЬБЕРТА-ШМИДТА. 

$ 1. Билинейная формула. 

Рассматривая интегральное уравнение с симметрическим нагружен- 

ным ядром 
ф=ААф, (XXV.1) 

мы доказали в прошлой лекции,‘ что уравнение это всегда имеет 
фундаментальную функцию ф и характеристическое число A,. Ymuo- 
жая эту функцию па постоянную, добьёмся того, чтобы иметь 

(fe (PY? p (P) dP = 1. 

Введём теперь новый интегральный оператор В1Ф, определяемый 

условиями: 

Bye = 4 (Po) =5- #1 (Po) f #1) 9) p PyaP. 
Q 

Очевидио, ядром операции Б, служит 

L(P, Py) = Bo a) | 
hy 

9 = Be (XXV.2) 
имеет, очевидно, одно собственное значение Л, и одну фундаменталь- 
ную функцию $,. В самом деле, функция В.Ф отличается лишь мно- 
жителем от функции ©, Следовательно, при любом А решением 
уравнения (ХХУ.2), с точностью до постоянного множителя, может 
служить только функция ©. Подставляя © ==$, в (ХХУ.2), получим: 

#1 (P= 7 Фи), 

Уравнение 

откуда 
А — Aj.
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JlemmMa, Bee фундаментальные функции интегрального урав- 
нения 

o=h(A—B,)9 (XXV.3) 
с ядром 

К—1=К(Р, Р)— a) (XXV.4) 

являются фундаментальными функциями уравнения (ХХУ.1) при 
тех же самых значениях №. Обратно, все фундаментальные функ- 
ции уравнения (ХХУ.1), ортогональные к $, служат фундамен- 
тальными функциями уравнения (ХХУ.З) при тех же значениях ^. 

Доказательство. Пусть $; (® -Е1Т) есть некоторое решение 
уравнения (ХХУ.1), соответствующее собственному значению ^,.. 
Тогда 

В1фь =0 

в силу того, что все фундаментальные функции уравнения (ХХУ.1) 
ортогональты. Значит, 

(А ~~ By) Фь —= Афу — = Pies 

т. е. 

Фу — hy (А— В) Phe 
Далее, 

\(A— B,) 9, = 0. 
Следовательно, все решения уравнения (ХХУ,1), кроме ф., удовле- 
творяют уравнению (ХХУ,3) и притом с теми же собственными зна- 
чениями. 

Докажем теперь, что всякая собственная функция уравнения (ХХУ.3) 
удовлетворяет уравнению (ХХУ.1). 
= Установим прежде всего, что все решения (ХХУ.З) при любом ^ 
ортогональны к $. В самом деле, из (ХХУ.3) имеем: 

(ф, $1) =^КА — В), ви =^ ($, (А— В!) $1) =0. 

Пусть теперь Ф,—какое угодно решение (ХХУ.3), соответствую- 

щее ^==А*. В силу того, что ф, ортогонально к Ф,, имеем: 

5 3 

Таким образом, 
* * 

(A = B,) Pr — Ag, 

и, следовательно, - 
*_4# (A * —— 2# Ag” 

Фь —= h (A By) Фи — h AG, 

что и требовалось доказать. 
Обозначим для краткости 

23*
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Оператор A, есть опять симметрический интегральный оператор. 
Могут представиться две возможности: или его ядро — тожде- 
ственный нуль или он имеет ещё по крайней мере одну фундамен- 

тальную функцию Ф. (Р), соответствующую собственному значению 
Ао (№5 может иногда быть равным ^,). Но тогда мы сможём составить 
операцию Вь с ядром 

G2(P) go (Po) 
he 

и, повторяя прежпие рассуждения, притти к оператору 

Ag — A — B, — 2) 

ДЛЯ которого интегральное уравнение 

p= hAgp 

будет иметь всё те же и только те фундаментальные функции, что 
и (ХХУ.1), кроме $, и 9p. 

Булем продолжать этот процесс. 
Если ядро А имеет лишь т собственных функций, то оператор 

Am = A— B,—By— ... — Ви (ХХУ.5) 

окажется не имеющим ни одной фундаментальной функции, т. е. тож- 
дественно равным нулю. 

Отсюда мы имеем теорему. 
Теорема 1. Симметрическое нагруженное ядро, имеющее 

конечное число фундаментальных функций, представляется в виде 

т 

К(РР)= yee (XXV.6) 
$=1 

и, следовательно, является вырожденным. 
- Если ядро К(Р, Р‚) р(Р‚) имеет бесконечное множество собствен- 

ных функций, то мы можем, расположив все А, в порядке возра- 
стания абеолютной величины, получить операторы 

An = A—B, — В. — eee — Bin; 

все собственные значения которых достаточно велики по абсолютной 
величине, так как на основании 4-Й теоремы Фредгольма последова- 
тельность {^„} если она бесконечиа, должна быть неограниченной. 
Пусть 

> | =| > 
>
 

и 

2 

Тогда для всех ф, таких, 4TO (9, 9) == 1, 

тах (АиФ, АжФ) =,
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В самом деле, если бы (A,,9, A,,~) могло принимать значения, большие, 
чем х„› уравиение 

имело ‘бы собственное значение ^„-!, причём 

[Aww 4-1 |< [Аш 
чго певозможно. 

Мы имеем, таким образом, 

lim (A,,9, A,,%) = 0 (ХХУ.7) 
TL ~> CO 

H MpPHTOM PaBHOMEPHO AIA BCeX ©, равномерно ограниченных в срел- 
нем. 

В известиом смысле равенство (XXV.7) говорит о том, что 
2 

АиФ стремится к нулю; следовательно, ядро оператора К — %, В, 
$=] ° 

стремится к нулю. Поэтому ряд 

co 

21 Bi 
i=] 

в каком-то смысле представляет ядро К (Р, Бу). 
Если бы оказалось, что ряд », Bi равномерно сходится, то ядро 

ne 

К— %,В; оказалось бы ядром, не имеющим собственных значений, 
$=1 

т. е. равнялось бы пулю. 
Таким образом, нами получена 
Теорема 2. Если ряд 

А (P) 9; (Po) ape (XXV.8) 
qr] 

сходится равномерно по двум переменным, то сумма его равна 
ядру К(Р, Ру): 

2 п 

K(P, Py) = ye (P) ge (Po) 
y 

i= 1 

Однако равномерной сходимости ряда (XXV.8) может вообще 
и не быть. При этом представляет интерес ещё один вопрос. Назовём 

функиишо Ё(Ру), имеющуто вид: 

[ (Po) = [KP, Po) bP) oP) aP, 
а
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где функция В интегрируема с квадратом, истокообразно пред- 
ставленной через В с помощью ядра К. 

Подставив вместо К(Р, Ру) его предполагаемое представление 

(ХХУ.8), мы получили бы для / формулу 

  (Ро = УР | CPN) Oa ys pi (Po) (XXV.9) 
$—= | ; t=) 

где 

= [^(Р)ч: (Р) в (Р)аР. 

Докажем теорему. 
Теорема 3. Если /(Гу) — функция, представимая истоко- 

образно через й, причём интеграл 

f h2(P) 9 (P) dP 

сходится, то ряд 

кт 
x, %4 (Po) (XXV.10) 

i=} 

сходится в среднем и ие его равна (Ру). Иными словами, 

> 

lim | yey — Ye “gp (P)P p(Po) Pye 0. (XXV.11) 
N > co & 

fal 

Эта теорема есть очевидное следствие формулы (ХХУ.7). В самом 

деле, 

N 

РУ УР = | к— Уве aP = Ayh, 
$=1 $=1 

откуда, применяя формулу (ХХУ.Т), сразу получим нашу теорему. 
В свете доказанных теорем нам легко будет в дальнейшем 

уяснить смысл рассуждения, с помощью которого мы устанавливаем 
существование собственных значений. Докажем сначала лемму. 

Лемма 2. (Неравенство Бесселя.) /7усть $, Фо, ... 
...) Фр ®, — Конечная или бесконечная последовательность веще- 
ственных, ортогональных и нормированных с весом р функций 

1 2=), 
| 9: (Р)Ф;(Р)в (Р) =) у 
g 0, i= jf,
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и пусть }— некоторая функция с интегрируемым квадратом 

| РраР=А. 
Q 

Назовём числа | 

f= f Teip dP 
9 

co 

2 коэффициентами Фурье для функции Г. Тогда ряд У, Е сходится. 
t= 

и сумма его не превосходит А: 

atic. (XXV.12) 
$ = 

Если для некоторой функции неравенство (ХХУ 12) превращается 
в равенство, то говорят, что система функций замкнута пб отно- 

шению к Х. Система функций, замкнутая по отношению ко всем 
функциям с интегрируемым квадратом, называется просто замкнутой. 

Неравенство (ХХУ.12) носит название неравенства Бесселя. 
Для доказательства установим сначала, что 

М ; 

би<^ 
откуда при /№-»+ со сразу получим доказательство нашей леммы. 

Имеем 
М 

о< [ (— Уча = 
g Ny x 

=f PeaP—2 8 ff feodP+ DF f ge АР = 

g =" 2 = 
N N 

= | PedP—X fima— Dh 
2 == $ = 

Лемма доказана. 

Замкнутость cucTembt {o,} по отношению к { имеет следующий 
смысл. Если | 

lim ХЛ =А, 
№ > о 1=1 

то 
М 

lim [A— fi] =0 
N ->00 $=1 

и, значит, 
М 

liin Г и— Хеллрар = , 
М -> св
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т. е. функция Г(Р) представима рядом >; Ее, (Р), сходящимся 
$=1 

в среднем. 
Теорема 3 устанавливает, таким образом, замкнутость системы 

фундаментальных функций по отношению к любой истокообразно 
представленной функции. 

Лемма 3. Пусть 

. и; (Р), из (Р), „..› им(Р) 

какая-то система ортогональных нормированных -функций, 
а /(Р)— произвольная функция с интегрируемым квадратом. 
Будем исследовать минимум интеграла 

№ 

и = ГИ (Р)— Ха (Р)ваР. J 2 

Этот минимум достигается при 

a,= | f (P) 4,(P)aP 
ц равен ° 

N 

f{ 4()PaP — Quai. 
2 

В самом деле, пусть 

7 (Р) = 2 /ш(Р) + Вы (Р}; (ХХУ. 13) 

умножая обе части (ХХУ.13) на и; (Р) и интегрируя, получим 

[ки ФифаР=о  @=Ь3,... М. 
в 

При этом 

№ 

Гу = | DAY —a,;) U,(P)-+ Ry (P)? dP = 

. о “> 
М. 

= Е (РаР-- 0—9. J |
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Очевидно, что это выражение будет иметь минимум при а; = 4. 
Тогда: 

N N 

[Re w=[VLE)—ZhaPra=f pwya—Dfh 
is 

что и требовалось доказагь. 
Сделаем ещё два небольших замечания. 
Теорема 4. Для любой функции $ с интегрируемым ква- 

дратом справедливо равенство: 

фару, (XXV.14) 
==] 

20е $; обозначают коэффициенты Фурье функции %, т. е. 

«= [4 (Р) в (Р) в (Py aP. 
m 

“0, (P’ 
Заметим, что АиФ = Ab — » te) ‚ следовательно, 

{=1 

т m 42 
LD cy OU; 

@ Ada 4) —- My A) =, ay — Se. 
$=1 $==1 

Но 

1, Amb) =| f Ande dP |< 
р 

<иИ f #oap f (Ani eaPy/ fyeaP len 
e 

a ws 

    

Так как х„->0 при т-— со, то и величина ($, A,,'¥) стремится 
к нулю. 

Мы имеем: 
т y 
SVs | | lim |, 4) — У, |= 0, 

Ut -> CO . № i=l 

что и требовалось доказать. 
Следствие. Если все собственные: значения \; положительны, 

то и (ф, 4$) 20 для любых $, и обратно, если ($, Ap) никогда 
не принимает отрицательных значений, то все \, положйтельны. 

Ядра, имеющие только положительные собственные значения, 
называются положительно определёнными,
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„Теорема 0. Наименьшее собственное значение положительно 
определённого ядра определяется равенством 

= зир ($, Ad). (XXV.15) 
0 (ф, $) =1 

В самом деле, (ф, 4$) = > при ф ==. С другой стороны, 
0 

со 2 со 2 

Vy p; 

% < i 
- tox $=1 

где А, — наименышес положительное из А, и так как (, $) =1, то 
в силу (ХХУ.12) 

что и требовалось доказать. 
Напомним, что именно путём определения верхней грани выра- 

жения (%, 44ф) при условии ($, $) =1 и было установлено суще- 
ствование собственного значения у интегрированного ядра К5. 

$ 2. Теорема Гильберта-Шмидта. 

Чтобы закончить наше исследование, мы докажем ещё, что 
при известных условиях сходимость ряда (ХХУ.10) будет равно- 
мерной. 

Теорема 6. (Гильберта-Шмидта.) Если вещественное симме“- 
тричное ядро К (Ру, Р) интегрируемо с квадратом по каждому 
переменному, причём интеграл квадрата равномерно относительно 
другого переменного ограничен, т. е. 

J\K@Po P)Pe(P)dP=A(P)<A, = (ХХУ.6) 
8 

то ряд (ХХУ.10) сходится равномерио к функции f (Po). 
со в 

я (Po) 
В самом деле, в силу неравенства Бесселя, ряд yo CXO- 

$==1 $ 

дится, причём имеет место неравенство 

co 2 
94 (Po) VA SA. (XXV.17) 

24 OOS 
{en ] 3
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: P 
Это вытекает из того, что gs (Po) служат коэффициентами Фурье для 

функции / = А(Ръ, Р): 

wo | K (Po, В), (Р)ь(Р)аР. (ХХУ. 18) 

Кроме того, сходится и ряд с постоянными членами 

Ув (XXV.19) 
4==1 

опять в силу неравенства Бесселя. 
Из сходимости ряда (ХХУ.19) следует, что 

т--р 
>? hi Jem; 
=n 

где ¢,,—>0O при mt -> oo. 
Оценим сумму 

т--р hyo; (Po) 

о у, ео. (XXV.20) 
== MM 

Неравенство Коши даёт нам 

P one mp b \2 mie ni + 4 

49 2 — . 
(319 СУ мс =) < 
$=т $=т jem * 

следовательно, сумма (ХХУ.20) сколь угодно мала вместе с ш 
и, значит, ряд (ХХУ.10) сходится равномерно. 

Обозначим 

1 (Po) = Ye, 
$=1 

Переходя в формуле (ХХУ.11) к пределу, получим: 

[ ¢—)? dP) =0. 

Следовалельно, 
со 

Ff (Po) == (Ро = У, С. (XXV.21) 
t=al 

Теорема Гильберта-Шмидта доказана.
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Следствие. (Билинейный ряд для повторного ядра.) Если ядро 
К (Ро, Р) удовлетворяет условию теоремы, то для повторного 
ядра билинейный ряд сходится и притом равномерно относи- 
тельно Р при фиксированном Р. 

Коэффициентами Фурье для повторного ядра будут служить 

функции a 
4 

. Действительно, 

| К(Рь Р) (Р) р (Р)аР = 
Q 

о 
> 

к(Рь Р)| | К(Рь Р)ф(Р) р (Р) ар] (Ру) аР, = 

| 

1 
J = | Ko Pi) a Pde PrP =r 9 (Po). é 
$ 

Зпачит, 

K, (Pp, P) = Sule ФЕ (Го) Fe ED oe 4 (P) (ХХУ.22) 

i=l 

Тем более сходимость имеет место для ядер K,,, rhe m >> 2; для этих 
ядер, очевидно, имеет место формула: 

М 
$=1 ‘i 

Kin (Po, P)= у 9 (Р 0) 9 (P) 

Можно показать, хотя мы че будем делать этого, что сходимость 
билинейного ряда (ХХУ.22) равномерна по обеим переменным. 

Теорема Гильберта-Шмидта, очевидно, справедлива для непре- 
рывных ядер при любом ограниченном измеримом весе. Нетрудно 
убедиться в том, что она справедлива и для всех почти регулярных 
ядер. В самом деле, для таких ядер 

fixe. ррофуар< | И ррар < м, 
8 2 

что и требуется в предположениях теоремы Гильберта-Шмидта, 
Теорема Гильберта-Шмидта непосредственно распространяется на 

все ядра типа функции Грина для двух или трёх независимых переменных. 
1 1 

В самом деле, такие ядра, имеющие особенность [2 - Или — ‚очевидно 

являются почти регулярными.
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Рассмотрим интеграл 

dy = | | KP, Р) — уз (Р) feu p (P) » (Py dP dP, 
i==1 

Простые преобразования дают 

dy = [ [KM PoP eo) (Py dP ary — 
за 

—2у [ J xe. py BOD | (2)9 (Py aP dP, + 
i==18 

N 2 о 

$ (Р) че (Ру 
+ [У - 8 ~~— p(P) p (P)) dP dP, = 

& & j=1 $ 

  

М р 2 

‘= ПГке роту 1 + У г” фар = 

= | [me, Р)— УЧ › (Р)аР. 
2 $==1 

tral й 

a 

2 
a1 9; (P) 

Очевидно, 4х >0. По доказанному выше ряд У 7 сходится к функ- 

ции Ао (Р, Р). 
На основании леммы 7 из лекции У[ мы можем утверждать, что пеубы- 

  

 (Р 
вающая последовательность функций У, uO ‚ имея ограниченный инте- 

i=) + 
грал, стремится почти везде к предельной функции, причём возможен пре- 
дельный переход под знаком интеграла, Эта предельная функция не может 
быть иной, чем Ко (Р, Р), откуда следует, uto lind, = 

Полученный результат дабт важную теорему. 
Теорема 7. Билинейный ряд для непрерывного ядра сходится к этому 

ядру в среднем по двум переменным. 
Существует теорема. припадлежащая Мерсеру, которая гласит: 
Билинейный ряд для любого непрерывного положительно определённого 

ялра, т. е. ядра, имеющего лишь положительные собственные значения. схо- 
дится всегда равномерно. 

Эту теорему, из которой следует равномерная по обеим переменным 
cxonunocre (ХХУ.22), мы также не будем доказывать. 

$ 3. Обоснование метода Фурье для решения 
краевых задач математической физики. 

Теперь мы можем возвратиться к утверждениям, оставленным нами 
без доказательства при изложении метода Фурье в лекции ХХШ. Мы 
докажем пять основных свойств системы собственных функций, сфор- 
мулированных в лекции ХХШ на стр. 325.
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Как мы видели, собственные функции краевых задач для уравне- 
ния (ХХШ.Т) представляют собой решения интегрального уравне- 
ния (ХХШ.9) с вещественным ‘симметрическим и почти регулярным 
ядром. 

Отсюда следует, что собственные значения Л; будут веществен- 
ными. Несколько позже мы докажем, что собственных значений бес- 
конечно много и что среди них нет отрицательных чисел. 

Далее, собственные функции, по доказанному выше, можно счи- 
тать ортогональными и нормированными. 

Некоторые свойства собственных функций нам полезно булет 
исследовать порознь для различных краевых задач. Рассмотрим сна- 
чала первую краевую задачу. 

Мы показали, что функции И, — решения уравнения 

AU, -+1,U; =0, (XXV.23) 

удовлетворяющие YCAOBHAM 

U; |, =0, (XXV.24) 

суть решепия интегрального уравнения: 

= м [| [| [90 а®. (XXV.25) 
о 

Докажем теперь обратное утверждение: всякое решение интеграль- 
ного уравнения (ХХУ.25) имеет непрерывные производные до вто- 
рого порядка включительно внутри области, непрерывно вплоть до 
границы, удовлетворяет дифференциальному уравнению (ХХУ.23) и 
граничному условию (ХХУ.24). 

Действительно, рассмотрим уравнение Пуассона 

Au = — №0), (XXV.26) 

где в правой части стоит решение интегрального уравнения (XXV.25), 
которое будет ограниченным, в соответствии с доказанным ранее 
свойством решений интегральных уравнений с симметрическими почти 
регулярными ядрами. Будем искать решение этого уравнения, удо- 
влетворяющее условию 

и | =0. (XXV.27) 

Такое решение можно построить в два приёма. Рассмотрим 
U; 

прежде всего ньютонов потенциал с плотностыо Mee 

Q (Po) = 7% м | ] [19а Cid (XXV.28)
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Этот потенциал имеет везде в пространстве ограниченный опе- 
ратор Лапласа ДАО и непрерывные производные первого порядка. 
Функция и, удовлетворяющая уравнению (ХХУ.26) и условию (AXV. 27), 
будет представлять собою сумму 

a (Po) =Q (Po) +B (Po); 

где (Ру) —гармоническая в области 8 функция, принимающая зна- 
чения — ()(5) на границе $5. Такая функция существует. По лемме 
Ляпунова она имеет правильную нормальную производнуто. 

Следовательно, существует решение и уравнения (ХХУ.26) при 
условии (ХХУ.2Т), обладающее правильной нормальной производной. 

Но такое решение, как было доказано в лекции ХХГ, предста- 
BHMO в виде: 

u (Py) =); f [ f G (Pos P) U;(P) aP. (XXV.29) 

Следовательно, правая часть равенства (ХХУ.29) непрерывна и 
обладает правильной нормальной производной. Но в силу уравне- 
пия (ХХУ.25) эта правая часть равна {/,(Р,). Значит, функция О; (Ру) 
совпадает с функцией и(Ру) и поэтому непрерывна, имеет правиль- 
ную нормальную производную и удовлетворяет уравнению (XXV.23) 
и условию (ХХУ.24). 

Перэйлём теперь к исследованию собственных функций второй 
краевой задачи. Мы доказали, что всякая функция И,, ограниченная, 
уловлетворяющая уравнению 

AV; +A,V;=0 (XXV.30) 

И граничному условию 

ду Tn |, =o (XXV.31) 

  

причём производная понимается как правильная нормальпая производ- 
ная, будет решением интегрального уравнения 

У (Р)=м [| [ 6* (РьР) У, (Р)аР, —— (XXV.32) 

где @*(Р., Р) — обобщённая функция Грина для задачи Неймана. 
Докажем обратное утверждение. 

Будем искать решение уравнения 

До =— № И, (XXV.33) 

при условии 
до 
int ly == 0. (XXV.34)
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Такое решение существует, так как функция И, ортогональна 

к постоянной, то-есть к решению однородной задачи Неймана. Для 

того чтобы отыскать нужное решение, мы составим сначала ныотонов 

потенциал 

R(P) =» | | | “4 aQ. (XXV.35) 

Этот потенциал, в силу ограниченности У,, будет иметь всюду 
непрерывные производные первого порядка, удовлетворяющие усло- 
вию Ляпунова. 

Далее, функция © будет представима в виде 

0 (Pp) = R (Py) +5 (Pp) (XXV.36) 

где $(Г%) — гармоническая функция, удовлетворяющая условию 

os 

on 

OR 

on     
= — 

5 5 

OR 
Но 52|. есть непрерывная функция на поверхности $, удовле- 

8 
творяющая условию Ляпунова. В силу теоремы 3 лекции ХХ функция $ 
будет представляться в виде потенциала простого слоя, плотность 
которого в свою очередь будет удовлетворять условию Ляпунова. 
Но теореме 4 лекции ХХ! функция обладает правильной нормальной 
производной. 

В лекции ХХ| было доказано, что решение уравнения (ХХУ.33) 
с условиями (ХХУ.34) может представлено в виде 

9(Р)) =, | Г Г G* (P,, P) V;(P) aP. (XXV.37) 

Следовательно, функция 9 (Ру) совпадает с функцией У,. В силу 
этого И; обладает правильной нормальной производной, обращаю- 
щейся в нуль на границе, и удовлетворяет уравнению (ХХУ.30). 

Для того чтобы закончить доказательство свойства 1, нам остаётся 
показать, что среди собственных чисел А; ядра, представляющего 
функцию Грина, нет отрицательных. 

Пользуясь уравнением (ХХШ.7), будем иметь: 

[о АОгах дуае == —№ [ Ulaxayaz=—d, (XXV.38) 
g 2
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С другой стороны, по формуле Грина, пользуясь ограпиченностыо (; 
и правильностью нормальных производных, получим: 

| U,; AU, dx dy dz = 
<> 
ha 

— ] (2 oN + (58) +(e) | axay ae + | 0.5119. (ХХУ.39) 
5 

OU; 
Но если U,|.==0 wan an == 0, TO последнее слагаемое, содержа- 

8 
щее поверхностный интеграл, обращается в нуль, и мы получим 

| Ира, (аи | (ди и м = | [ (52) + (6) +) |чхчуае0, (хху0 
У 

  

что и требовалось доказать. 
Докажем третье свойство системы собственных функций — её пол- 

поту. Пусть $ — произвольная функция, удовлетворяющая на границе 

области условию Ф|з ==0 или | — 0 и всюду имеющая непрерыв- 

ные производные 2-го порядка. Тогда, если положить 

Ao = And, 

то Y—HenpepbiBHad функция в замкнутой области 8. По свойству 
функции Грина: 

o= { G(Po, P)¥(P) dP. 
о 

Таким образом, функция ф истокообразно представлена через ядро 
и, следовательно, разлагается в равномерно сходящийся ряд по соб- 
ственным функциям. Таким образом, система собственных функций 
является полной по отношению к любой функции Ф, дважды непре- 
рывно дифференцируемой и удовлетворяющей граничным условиям. 
Но при помощи таких функций можно, очевидно, представить при- 
ближённо в среднем любую функцию, интегрируемую с квадратом 
по области. 

Как мы доказали выше (см. лемму 3 на стр. 360), наилучшим 
приближением в среднем к данной функции служат отрезки ряда 
Фурье. Поэтому отрезки ряда Фурье тоже позволяют приблизить 
в среднем любую функцию, интегрируемуо с квадратом по области ®. 
Значит, каждая функция /, интегрируемая с квадратом по области ®, 
разлагается в ряд Фурье по собственным функциям, сходящийся 
в среднем. Свойство 3 доказано. Отсюда, между прочим, вытекает, 
что собственных функций {0;} бесконечно много, ибо иначе они не 
могли бы составлять полную систему. 

94 Зак. 1956. С. Л. Соболев.
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Докажем теперь свойство 4. Пусть (;, ИП; — две собственные 
функции. Интегрируя по частям и пользуясь граничными условиями, 
имеем: 

ГГ 90:00; | AU; AU; | OU; OU; 
(= Ox ob a ду “у. “Oz qe) dx dyde = 

j =~ J fe AU, jdedy det J fog Tn 45 = 

=), | U,U, dx dy dz, (XXV.41) 
о 

откуда и вытекает доказываемое свойство. 
Осталось установить ещё свойство 5. С этой целью рассмотрим 

интеграл Л 

I} | {[z@— 2 +[ae— a] + 

+1(e— ен) ах dy dz, (XXV.42) 

» 
где Фу == a a,U;, a BeNMUMHEL Q@; CyTb KOSPHUMeHTHE Pypbe *yunk- 

i=] 

ции © по системе {0}. Раскрывая скобки и интегрируя, подобно 
тому, как мы поступали при выводе неравенства Бесселя, получим, 

если воспользоваться ещё свойством 4: 

ре чу Дени 
№ 02 00; 0g OU; oy OU; 

—2 5 a, | | | (2224 28 Mr 4 oe о ax ay det Shc 

$==1 З $==1 

(XXV.43) 

  

Легко доказать равенство 

09 0: | 0200: | 9500: 
ГР ox ox |! dy dy Oz Fo) ax dy dz = hay. 
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В самом деле, интегрируя по частям, получим: 

Op OU; 4 98 OU; , OV =) 
| № (5% ox т ду бу Не Oz ax dy dz = 

о e о ry 

Таким образом, из (ХХУ.43) имеем: 

Ге [ ее +25 о-в bar ayae = 

= | {SU + GY +E) Jere Spt 
$=1 

Левая часть последнего равенства пеотрицательна, и мы получаем 
неравенство, аналогичное неравенству Бесселя: 

Yat < Jf [G+ Gy + (= 

Это неравенство показывает, что ряд 

2 
hii 

сходится. Но отсюда следует сходимость в среднем рядов 

co со со 

1, OL YQ, oie Yi ou: 
2“ Ox? ye Oy? Ум 92° 
=] $==1 $==1 

Действительно, рассмотрим интеграл 

+? ) --р aUA2 a+p ЭН 

LSU) + (Ye By +(e erarae 
© t=n 4 ==73 

Если мы установим, что эгот интеграл будет сколь угодно мал при 
достаточно большом й и любом р, то отсюда и будет следовать 
интересующая нас сходимость. Мы можем вычислить этот интеграл 

24%
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пепосредственио, пользуясь свойством 4. Это вычисление даёг:. 

ope BD 6 n+p ne 

| Гы) ae m+ (Ye a, | хауза — 

=] | ] » У. “| (ae) +(F) +2) | acayae+ 

С
»
 

{l
e 

7. -|-? 
OU; OU; , OU;QU; , OU; OU; я ‘ J 

+2 aiasJ | Ге aa bay ay be ae) 0 de = 
1, /-- п a 

tfj , 
mtp 

® 2 
a= Yai. 

i=n 

со о о 
Из сходимости ряла »№а по признаку Коши, вытекает произ. 

i=] 
вольная малость последней суммы при достаточно большом п. Мы 
доказали, что ряды, получаемые почленным дифференцированием 
mo x, y H & pana 

со > 
| >40 (х, у, =), 

4 = 

сходятся в среднем. 
Для того чтобы закончить доказательство свойства 5, нам остаётся 

установить ещё одну теорему. 

Теорема 8. Если ряд Ф == Dv, с непрерывно дифференцируе- 
$=1 

мыми в области ® членами сходится равномерно, сумма ряда 
имеет непрерывную частную производную по х, а ряд, полученный 
почленным дифференцированием, 

Cc 

К 0% 

дх 
t=] 

со 

сходится в среднем, то ряд У 9; можно почленно дифференци- 
i=] 

ду 

где сходимость, очевидно, понимается как сходимость в среднем. 

ровать, т. е. 

(XXV.44) 

>
=
 

о
 =
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Доказательство. Пусть $ — произвольная непрерывно диф- 
ферепцируемая функция переменных х, у, 2, отличная от нуля только 
в некоторой области 4, лежащей целиком внутри области ®. Тогда 
справедлива формула интегрирования по частям: 

ИХ tae tas ) dx dy dz=0, (XXV.45) 

где у) — произвольная функция, облалающая непрерывной производ- 

НОЙ oF, 
Ox 

В частности, 

| | Га Ce pot) dx dy dz=0. (XXV.AG) 

Подставим теперь в формулу (ХХУ.45) вместо функции Хх функцию 
N 

© Py = Uj. Mut будем иметь: 

145 a ae Oy. =) dx dydz = 

В этой формуле возможен переход к пределу upH N-> co. Обозиа- 
чим через $’ сумму ряда 

OU; 

У se 
i=] 

Но предположению теоремы, эта сумма существует. Мы получим: 

е э > , ab 

| | | (+: -|- a) dx dy dz= \). 

we 

Вычитая это равепство из (ХХУ.46), будем иметь: 

[J [eQ—e)acayarme 
Последиес равсиство должно иметь место при любой функции, под- 
чинениой только указанным выше требованиям. Отсюда 

8
 

9$ __ OU; 

0х —? = им Ox”? И d 

что И требовалось доказать.
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$ 4. Применение теории интегральных уравнений 
с симметрическим ядром. 

Одним из важнейших применений теории интегральных уравнений 
с симметрическим ядром служит теория так называемых уравнений 
Штурма-Лиувилля, т. е. обыкновенных дифференциальных уравнений: 

(py’)’ ry + Ap (x) y = 0, (XXV.47) 
зависящих от параметра \ с некоторыми граничными условиями. 

Будем искать решение такого уравнения, удовлетворяющее ОДНО- 

родным условиям: 

[py’ + 4yle— = 0, 
[py + Bylea1 = 0. (XXV.48) 

Предположив, что при ^=0 однородная задача имеет лишь три- 
виальные решения, и применяя формулу Грина, будем иметь 

y (%)) = — | LG (x, X%) y (x) p(x) dx. (XXV.49) 
0 

Ядро @(х,хо) будет симметрическим в силу того, что оператор Г, 
и граничные условия самосопряжённые. 

Следовательно, собственные функции задачи Штурма-Лиувилля, 
т. е. функции, удовлетворяющие (ХХУ.47) и (ХХУ.48), будут слу- 
жить собственными функциями интегрального уравнения (ХХУ.49) 
с нагруженным симметрическим ядром и будут обладать всеми свой- 
ствами собственных функций таких уравнений. Легко установить и 
обратное: всякое решение уравнения (ХХУ.49) будет удовлетворять 
дифференциальному уравнению (ХХУ.47) и граничным условиям 
(ХХУ.45). Проверить это мы предоставим читателям. 

В качестве примера более общего уравнения с особенностью рас- 
смотрим уравнение вида | 

ny уху 0, ° (xy)! —= y +My = 0, 
ИЛИ 

ху’ ЧУ) = 0. 

Функция Грина для этого уравнения была построена выше 
[см. (ХХ.52)]. По отношению к этому уравнению, называемому уравне- 
нием Бесселя, справедлива вся изложенная теория.



ЛЕКЦИЯ ХХУ1. 

НЕОДНОРОДНОЕ ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ 
С СИММЕТРИЧЕСКИМ ЯДРОМ. 

$ 1. Разложение резользенты. 

В предыдущих лекциях нами было подробно изучено однородное 
интегральное уравнение типа Фредгольма с симметрическим ядром. 
В настоящей лекции мы изучим неоднородное уравнение с точки 
зрения развитой выше теории. 

Мы выяснили выше, каким образом можно выразить ядро сим- 
метрического интегрального уравнения, зная его собствепные значе- 
ния и собственные функции. Аналогичным образом можио дать пред- 
ставление решения неоднородного уравнения через те же собственные 
значения и функции. 

В самом деле, применим к неоднородному интегральному уравне- 
нию с симметрическим ядром теорему Гильберта-Шмидта. 

Мы имеем: 

в(Ру=(Р) + ^[ К(Р, Ру в (РраР, 

(для простоты считаем р == 1). 
Пусть А не есть собственное значение. Тогда решение уравнения 

существует. Найдем выражение этого решения через собственные 

функции. 
Очевидно, что функция в (Р) — }(Р) представима истокообразно 

через ядро. Следовательно, 

в (Р)—У(Р)=^\ а, (XXVI.1) 
i=} 

где 

в: = [в(Р)(Р)аР. 
8
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С другой стороны, умножая обе части (ХХУ1.1) на ‹;(Р) и инте- 
грируя, получим: 

Ans 
№ — += — 

Ay 

№ М: 
$ — 1 А — Х, __ Л e 

Л, 
Следовательно, функция 6, если она существует, представляется t 

в виде 

откуда 

    

<
 

  

со 

a1 Л; p(P)=f(P) +29) + 9, (P). (XXVI.2) 
t=1 ' 

Если теперь ввести выражение для }; через фундаментальные функции 
и заменить ряд пределом его частичной суммы, то получим: 

N 

NY 9: (P) 9: (Pr) w (P)=f(P)-LA lim | Г(Р.) >, СТ ар, 
№ -> < 4 to 

Q $ =1 

Покажем, что полученная формула действительно даёт решение 
задачи. Для этого удобно ввести новую функцию 

ГР, Р,, A) 
по формуле 

E Р Ду» L(P, Py N= ув о. (XXVI.3) 
t=l 

Легко доказать сходимость в среднем паписаниого ряда для все- 
нозможных А, не совпадающих пи с одним из А;. Для этого заметим, 
что написаниый выше ряд для резольвеиты можно представить сшё 
в иной форме. Имеем: 

1 * 1 I Pe, Po) = Me) 2) p+(-4—7)|= 

уе XY $, (Р) 9; (2!) 

=> =~ ‚У Ay (hy i ? 
2 ды 

ИЛЕ 

1 , NT Р р’) Г(В, 2’, \) =К(Ф, Р’) кн 

$ (Р) 94 (Р’ ; (Р) в: (Р’) 
= Yue?) \ ne eee у* a ue 5 (ХХ\1.4) 

1—1 i=l 

где ряд во втором слагаемом сходится равномерно.
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Необходимым и достаточным условием равномерной сходимости 
ряда (ХХУ![.3) является, очевидно, равномерная сходимость билиней- 
ного ряда для ядра. 

Примечание. Как мы видим, резольвента интегрального урав- 
нения с симметрическим ядром является мероморфной функцией 
во всей комплексной плоскости параметра ^. Все полюсы этой функ- 

ции — простые и являются собственными значениями ядра. 
Пользуясь доказанной сходимостью,ряда для Г(Р, Р., ^), можно 

переменить порядок суммирования и интегрирования в формуле 

P(P)=f (Pr FAL TO, Pr, NSP) aPy 

имеющей, по доказанному, смысл. Применяя к обеим частям иите- 
гральную операцию с ядром К(Ру, Р), можно убедиться в том, что 
ь, (Р) действительно удовлетворяет интегральному уравнению 

w (P) =f (P) +4 f K(P, Py) p (Pi) dP. 

$ 2. Представление решения при помощи аналитических 
функций. 

Разложение в ряд Фурье, которое мы рассматривали в предыдущих лск- 
циях (лекция ХХШ, $ 2), было у нас интерпретировано чисто геометрическим 
образом, как представление некоторой фупкции, рассматриваемой в функцио- 
нальном пространств в новых координатах, паправленных по главным осям 
линейного оператора. , . 

Пользуясь резольвентой, мы можем подойти к этому вопросу се с дру- 
той стороны. | 

Рассмотрим питеграл: 

2 оо р 

х(Р, ^) =— | г(Р, В, ХЛ (Руав, =-— У, 
e texts hj —~ 

о ==] 

Этот интеграл представляет собой мероморфную фуикцию параметра ^ 
с простыми полюсами в точках dy. Вычеты в этих полюсах равны Лу (Р) 
и представляют собой последовательные члены ряда Фурье. Ряд Фурье 
функции Л иредставляет собой сумму вычетов, а отрезок этого ряда — сумму 
вычетов, относящихся к некоторой частн полюсов. 

Поэтому можно представить такой отрезок в виде 

1 [ 
Jn (Р) — Oni X (P, ^) dh, 

C 

где С — контур В плоскосги комплексного псремспиного А, захлатывающий n 

первых особых точек резольвенты. 
Удобно опять персйтн к символической записи.
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Из формулы (ХХУ!.2) функцию у (Р, ^) можно выразить в виде 

. P)—f(P х(Р, №) = HEL 

где p (P) — решение уравнения 

в (Р)—^ [ К(Ф, Р)в (РоаР, = 7), 
т. с. уравнепия 

(Е — ^А) № = f. 

Как мы уже видели рапее, это решсепие для малых значений Х можно выписать 
в виде ряда | 

ш = (ЕЛА - А2А*-... + мАт --...) у, 

откуда, пользуясь той же символической записью, 

= (ey af 
При этом 

= —ale Ата. в (Р) = Oni Foal . (XXVI.5) 

С 

Мы видели выше аналогию между некоторыми символическими форму- 
лами, содержащими многочлены или степснные ряды от оператора А, и соот- 
ветствующими формулами обычной алгебры и анализа. 

Полученная нами интегральная формула (ХХУ]1.5) также является аналогом 
соответствующей формулы из теории фупкций. В самом деле, пусть аи }— 
какие-пибудь числа. Рассмотрим иитеграл: 

1 а | J фа | ела = ая | ту owe 
С a 

Oo 

al
o Очевилно, % =), если коиптур С содержит внутри себя точку №.= 

п Ф=Ч49, если это не так. 
Формула (ХХУ!1.5) обобщает формулу (ХХУ1.6). 
Чнсло № удовлетворяет соотношению 

- Л gece, = Pye (ХХУ1.7) 

где зр — какое-нибудь число, не равное нулго. 
Уравнение (ХХУ!.7) переходит в уравнение (ХХУ.Т) для определения *,,, 

если заменить в нём число а оператором А. 
Используем формулу (ХХ\1[.5) для того, чтобы получить новое решение 

задач математической физики, выраженное в виде определённого интеграла. 
Не вдаваясь подробно в теорию этого вопроса, мы разберём пример 

задачи о распределении тепла, т. е. задачи об интегрировании уравнения 

ди — 9 —0 (XXVL8) 
при условии: 

и Is = 0, 

и «о = #0 (Р). 

Повторим вкратце рассуждения, обычные в методе Фурье.
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Применяя к уравнению формулу Грина, будем иметь: 

v= for P) ар, 

или символически 

Ou 
И А _ -—- 0. 

+ ot 

Частные решения этого уравнения будут: 

и =е` № 1 (Р), 
где 

Сумма частных решений, соответствующих различным собственным значе- 
ниям ^,, т. е, решение в форме ряда Фурье, будет иметь вид: 

и= Же и; (Р). (AXVI_9) fon, 
Из условия 

следуст, что и;(Р) суть члены ряда Фурье функции и, а это значит, что 
функции и; являются вычетами в полюсах резольвенты от функции: 

— JU, Py) uo (Pp AP, 

При этом ем и; (Р) суть вычеты в тех же полюсах функции 

ont J L(P, Py, d) ty(P,) dP, 

и отрезок ряда (ХХУ1.9) представляется в виде интеграла 

ty =— a et ( | DP (P, Py d) ty (P,) aP,) 4, (XXVIL10) 
СМ 2 

дающего, таким образом, полнос решение задачи. 

Символически можно записать решение нашей задачи в виде 

lly Ad, (XXVIL.11)   Un = | | et A 
М 9. Е— ЛА 

Cn 

Сравним полученное нами решение с решением обыкновенного уравне- 

Ou 
ния а и — 0, где а — постоянное число. 

Очевидно, 

— a! (XXVL12)
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На основапии теоремы о вычетах 

_ 1 ‚—^ _@щ 
"= 29 | а 

1 
Этот интеграл равен своему вычету в точке № = 7 › если Хо лежит внугри С, 

п пулю, если Ло — вне этого контура. 
На этом основании удобно обозначить символически 

Го А 
- | Е 

$ 

через е А Ло. 
Решение урависиия (ХХУТ.8) записывается при этом в виде 

t 
— oo 

u=e Ащ, (XXVL13) 
Общая теорня функций от операторов, развивать которую мы здесь не 

имсем возможности, позволяет вывести ряд обобщений этой формулы на зна- 
чительно более широкий класс задач математической физики. 

Развитие этой теории даёт возможность применять аналогичные методы 
решения задач математической физики в ряде случаев, когда особенности 
резольвеиты не являются изолированными точками в плоскости переменного ^. 

Эти идеи, в частности, позволяют изучать решение задач математической 
физики в неограниченных областях Или такие задачи, где рассматриваемыс 
уравнения имеют особенности в изучаемой области. Часто появление таких 
особенностей связано с изменением аналитического характера резольвеинты, 
приводя, в свою очередь, к особенностям резольвенты, ие являющимся просто 
полюсами. 

В следующих главах мы ие будем углублять этот вопрос, а займёмся 
конкретным применением метола Фурье в частных задачах математической 
физики. 

Примеры, которые мы будем рассматривать, весьма поучительиы, так 
как именно с иих начиналось развитие вопроса.



ЛЕКЦИЯ ХХУИН, 

КОЛЕБАНИЯ ПРЯМОУГОЛЬНОГО ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДА. 

В качестве примера применения метода Фурье рассмотрим, прежде 

всего, колебания прямоугольного параллелепипеда. 
Поставим эту задачу следующим образом. 
Будем искать решение уравнения 

071 , 
Аи — в == 0 (XXVII.1) 

в области 

0% ха. O<y<b 0<2‹<с 

при граничных условиях 

и [шо == ав == Ио == И уь = Ио == ине == 0 (XXVII.2) 

И начальпых условиях 

Ou 
\ и 1-0 = о (х, у, 2), OE leo (х, у, 2). — (ХХУП.3) 

По общей теории [см. $ 1 лекции ХХ] решение будет иметь вид: 

и=» 0, (х, у, 2) (а, соз ЖЕ 6, зт АИ), (ХХУИ.4) 

где И, — решения уравнения 

АИ, №0; =0, (XXVII.5) 

удовлетворяющие условиям (ХХУП.2). В данном случае эти решения 
можно выразить в конечном виде через элементарные функции, если 
воспользоваться приёмом, который называется полным разделением 
переменных. С этой целью решения уравнения (ХХУП.5) мы будем 
искать в виде 

О: (х, у, г) =; (х) Vi, 2);
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где А; зависит только от х, а И; от х не зависит. Для определения 
функций Х;и И; мы получим 

ду 3 
ViXs +X (Got + at) Phi Х,У; =0, 

ORV; , dav; 
х дв 
п М0. 

$ 

ИЛИ 

x; 
Очевидно, чго 

, O2V, , d2V, 
хз Г 
х; —=-— 7), т; _ —-— Ty, 

где *; H %;—— постоянные, связанпые соотношением 

Уравнение 
и . 

Ха, =0 (ХХУИ.6) 

имеет при условиях (ХХУП.2) собственными значениями числа 

Кд 

= 
a 

где ^; — целые числа. 
Функция 

2 . Влх 
XX; = V2 sin ——— 

а a 

удовлетворяет уравнению (ХХУП.6), граничным условиям mpu x = 0 
и при х=а. Система решений {Х,} является ортогональной нормиро- 

ванной системой функций. 
Рассматривая уравнение 

     а = t;V,== 0, 

  

  

  

5 

опять ищем его решение в виде 

где У; зависит только от у, а 7; —только от г. Мы будем иметь: 
и и 

ОЕ 8 
ура ч=6, 

Ш 

откуда следует, что
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где а; и и; — постоянные, удовлетворяющие соотношению 

2 “2 “ 
9-Е = 9. 

Уравнение 
и о 

У; =, =0 

имеет собственные значения 

где /, — целые числа, и собственные функции 

/2 sin mh 
=] БП 

а уравнение 
и 9 ° АИ, == 

имеет собственные значения 

штук 

y= 2. ’ 

где т; — целые числа, и собственные функции 

2 . ПИ; 
= — Sin — 2. 

С С 

Окончательно получим множество собственных функций колебания 
параллелепипеда вида 

Е зи (XXVIL7)                      

Stu собственные функции отвечают следующим собственным значе- 
ниям уравнения (ХХУП.5) при граничных условиях (ХХУП.2): 

5 [№ Ест 

rie k,, , т; пробегают всевозможные тройки целых чисел. Заметим, 
что числа Х; могут повторяться, т. е. может оказаться, что 

А; = 1 —... = Asin 

Число равных между собой собственных чисел ^; равно числу реше- 
ний в целых числах уравнения (ХХУП.8) относительно #,, [, т. 

Можно доказать, что других собственных значений или собствен- 
ных функций уравнение (ХХУП.5) при условиях (ХХУП.2) не имеет. 

Для этого установим следующую лемму.
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Лемма 1. Всякая функция © (х, у, 2), удовлетворяющая усло- 
виям (ХХУП.2) и имеющая непрерывные вторые производные 1), 
представима  кодящинся рядом: 

е(х, у, 
SES eC > __ S QV. rhe] “1. nes ( 12 ry =V an 24S У, $ | \‹ On Ty Sill mel, (XAVIT.9) 

№ = 1 i=] m=] 

причёи ряды 

72 

Pr, 1 (2) == У Pr, l, 2 $1 - a) 

aa 

(xy 

` №1 оу 
Фик (у, 2) = У 9, (2) $1 po 

l=1 

о в 
Ф(х, у, 2) = » 0, (CV, <) sin nee 

i= 1 

сходятся равномерно по аргументам, стоящим под знако.и си- 
нуса. Здесь 

Fr, tm 

“abe 
_ “8 ° пех . TUY . TMZ 5 == М2 | [ew y, 2) sin—— sin—= sin—— dx dydz, (XXVII.10) 

0 . 

Будем сначала рассматривать 9(x, y, 2) Kak (pylKuMio nepemeH- 
ного х с параметрами у и г. В силу того что для уравнения (ХХУЦ.6) 
и данных краевых условий построена функция Грина [см. $ 3 (ХХ)], 
пользуясь теоремой Гильберта-Шмидта, можно функцию o(x, y, 2) 
представить в виде равномерно сходящегося ряда относительно х по 
собственным функциям уравнения (ХХУП.6), т. е. 

2 А Ех, 
ф(х, у, 2) = = У o,(y, 2) sin — 

k=] 

где 
a 

р ‚1 | 
Фи, (у, 2) =У 2 [6 y, 2) sin аж. (XXVII.11) 

0 

  

1) Вторые производные мы здесь требуем лишь потому, что ссылаемся 
на теорему о разложении по собственным функциям.
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Из формулы (ХХУЦ.11) видно, что <; (у, 2) есть непрерывная функ- 
ция у, 2, допускающая вторые производные и удовлетворяющая по 
этим переменным условиям (ХХУП.2). Следовательно, Ф,(у, г) пред- 
ставима равномерно сходящимся рядом относительпо у: 

со 
Го чл . тр 

a (У, 2) = V b » Фь, › (2) чп“, 

l=1 

где 

__ Ob 

fof . т 
Oy,1 (2) = V2| On (1, 2) sin “24 dy. 

0 

Наконец, $;,;(2) может быть разложена в равномерно сходящийся 
ряд по переменному 2: 

_. © 
2X1 . TMZ 

Фи, 1 (2) = y= » x, 1, m Sin ——, 
911 =1 

PAG 

  

С 

2 [ . TNZ, 
Px, 1, 2m У 2 | Фи, + (21) sin b 421. 

0 

Сопоставляя формулы для Ф; (у, 2), Фк, г (2) и Фкьш и ряды для 
Ф (х, У, 2), Фь (У, 2) и On 4 m, Cpasy получим утверждения леммы. 

Пусть теперь Оу — какая-нибудь собственная функция уравнения 
(ХХУП.5) при условиях (ХХУП.2). По доказанному в лекции (ХХ[У), 
её можно считать ортогональной ко всем функциям (ХХУП.Т). Согласно 
лемме её можно разложить в ряд (ХХУИ.9). Из формулы (XXVII.10) 
следует, что все коэффициенты такого разложения будут равны нулю. 
Формула (ХХУП.9) даёт при этом 

U, = 0. 

Следовательно, никаких собственных функций, отличных OT 
(ХХУП.Т), наша задача иметь не может. 

Точно так же, как мы рассмотрели условие (ХХУП.2), мы могли 
бы рассмотреть условия другого типа, например, 

(« ou pu) | —0, (XXVII.12) 

где я“ и В принимают’ постоянные значения на каждой из граней. 

На основании общей теории, изложенной выше, мы заключаем, 

что поставленная задача полностью решается методом Фурье, так что 

мы можем удовлетворить всем начальным и граничным условиям, 

подбирая соответственно коэффициенты разложения решения в ряд 

по собственным функциям (ХХУП.Т). 

95 Зак. 1956. С. Л. Соболев.



386 КОЛЕБАНИЯ ПРЯМОУГОЛЬНОГО ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДА [л. ххуп 

Колебания прямоугольной мембраны изучаются тем же способом, 
как и колебания параллелепипела. 

Полезно обратить внимание на следующее обстоятельство. Пусть 
в формуле (ХХУП.12) коэффициенты &« и В непостоянные. Тогда 
разложение собственных функций (; в произведение А,У.;7;, вообще 
говоря, может и не иметь места. Возникает вопрос: можеть быть, 
возможно сделать какую-либо замену независимых переменных, введя 
вместо х, у, = новые координаты &, fo, В так, чтобы подобное 
представление оказалось возможным? Координаты, в которых для 
данной задачи математической физики возможно провести разделение 
переменных, называются иногда нормальными координатами. Мы можем 
поставить вопрос: существуют ли нормальные координаты для данной 
задачи и если существуют, то как их найти? 

Для некоторых специальных задач математической физики мы 
укажем в следующей лекции такие нормальные координаты. Как 
доказал В. В. Степанов, нормальные координаты существуют в очень 
ограниченном классе задач.



ЛЕКЦИЯ ХХУШ. 

УРАВНЕНИЕ ЛАПЛАСА В КРИВОЛИНЕЙНЫХ КООРДИНАТАХ. 
ПРИМЕРЫ ПРИМЕНЕНИЯ МЕТОДА ФУРЬЕ. 

$ 1. Уравнение Лапласа в криволинейных координатах. 

В математической физике часто рассматриваются различные криво- 
линейные координаты: полярные, цилиндрические и т. п. Рассмотрим, 
как будет выглядеть в таких переменных уравнение Лапласа. 

Пусть ¢,, fo, [, будут эти криволинейные координаты, связанные 
сх, у, 2 формулами: 

[= (х, У, 2), 6 =(х, у, 2), ВЕ (х, У, 2), 
x= X(t, 4, В), у=у(,Ы, 6), 2=2(Е, 6, by). 

Рассмотрим две какие-либо кривые 

Х1 ($1), У, ($1), 21 ($); 

Хо (52), Уз (59), 2. (55), 

проходящие через одну и ту же точку. Косинус угла между ними, 
как извёстно из дифференциальной геометрии, определяется по фор- 
муле 

ax; aX» dy; ays 421 dz», 
Ф — —_=_ —— ——- —- — 

cos ds; 452 © ds, ase ds, 45% ° 

В новых координатах эта формула примет вид 

(1) 92 ox dx дру de ааа а _ 
COS? = у у (5 Ot; Той Ot; ТЕ xz) ds, ds, 

И 

“af at; 
-УУы easy’ 

t=1j=1 

ИЛИ 
3 3 

ь1 2 с05 451 48 = У Уаз? а”, (XXVIII) 
$=1]==1 

25%
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1 2 | 
где ДА и 4” — дифференциалы, взятые соответственно вдоль 
каждой из рассматриваемых линий. 

Заметим, что 

Ox Ox , Oy Oy , 02 Oz 
Ot; Ot; * Ot; Ot; t OG OL; 

Если обе линии совпадают, то формула (XXVIII.1) npumer sun 

(;; ty == 

3 3 

= VY ag; dt; dt, (XXVIII.2) 
$=11==1 

Для вывода уравнения Лапласа, как и во многих других вопро- 
сах, связанных с криволинейными координатами, удобно представить 
все формулы через коэффициенты «у,.. 

Если система координат 1, $, 12, ортогональная, т. е. если 
координатные линии образуют между собой прямые углы, то все 
и==0 при 2-Е]. В самом деле, определим по формуле (ХХУШ.Т) 

yin между двумя координатными линиями. На одной из координат- 

ных линий лишь 4) -= 0, на другой лишь at? + 0, 1-Е], тогда 

среди произведений 44) а в формуле (ХХУШ.1) будет лишь один 
член, не равный нулю. Но по условию с0$ ф == 0, следовательно, &, = 
—0, Ограничиваясь случаем ортогональности, положим: 

[№ =) 
va 0, 2-Е) 

ds? = hi dt; -- hs dt; -- he dts. 

При этом 

Примеры. 
1. Для полярных координат в пространстве 

=rcos§cosg, y=rsin@sing, z—=rcos8, 

откуда 

— 4х? -|- ау? -|- dz? = dr? -+- 72408 -|- г? sin? 0 de, 

2. Для цилиндрических координат получим: 

х=Г.с0$Ф, y=r-sing, 2=2, 

ds? = dx? +. dy? + dz? = dr? r? dg? -} dz. 

В (х, у, 2) 
D (4, Lo, ty) 

те же величины Й., tg u Ag. na этого мы введём ещё одну про- 
межуточную систему координат х,, у,, 2,, которая отличается только 
поворотом осей от х, у, г. Направления x,, y,, 2, мы выберем 
таким образом, чтобы в данной точке х, у, г они совпадали соот- 

Полезно вычислить определитель преобразования через
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ветственно с направлениями &, 25, &. При этом в рассматриваемой 
точке имеем: 

д (х, у, 2) _ 9(х, у, 2) _ д(хь Уь 2) _ у д(хьуь 2) 
  

д (1, &, t3) — О(хь у, 2) O (4s by fe) OO (ty Ь › 

ибо в этой точке О 2) —-=1, причем знак определяется 
0 (х1» Ул, 21) 

в зависимости от ориентации системы координат (х,, у. 21). 
Отсюда 

OX, OX, OX, 

Oty Oty 0 
O(% ¥ 2) _ 4 | 91 ON OM 
0 (ty, fe, (3) Oty Oty Oty, ? 

Oz, Oz, 921 

Ot, Oty 9     
9 (хь у, 2 

Но в определителе Tea все члены, кроме тех, которые 
1» "29 #3 

стоят на главной диагонали, равны нулю и, значит, 

д (хь Уз, 21) _ дж! ду; 02, 
д(Е, &, (.) — ба Oty Ofz 

Jlanee, Ha OCH X,;, и на всякой кривой, касательной к x, в нашей 

точке, имеем; 
2 2 72 

dx; = ds? = hy ан, 

на оси у, п на кривой, касательной к ней, аналогично: 

2 ‹ 8 1/2 dy, == ds? = hj dty, 

и, наконец, на оси г; и на кривых, касательных к оси 2Z;. 
9 

dzi = ds? = hi dts, 
откуда 

04 1 9 0 94 0. 

Ox, hy’ Ox, ? Ox,’ 

Oty Ot, , | dts | 
a = 0; ХХУШ.З3 дя — д? д } 

at Ole i 1 
Oz, = 0, 02, = 0, 921 № 

И 

Ox, pe OX» __. OX о. 
дв == М a 0, дв, = 0; 

ду: __ OVe +. 93 п. 
0 ды og, 0; 
921 __ 92. —_ O23 4+. . 

ди =0, д = 9. ==; 
окончательно получим: 

9 (1, Уь 21) р, 
(hy, te fa) = IyNolta,
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причём, знак определяется ориентацией систем координат (х, у, 21) 

и (1, &, tg). 
Мы видели выше, что если операторы Ё и М взаимно сопря- 

жены, то справедливо интегральное соотношение 

fff (Шо — Ми) dQ = Jf [uP (v) —vQ (u)] dS, 

о g 

где & —— некоторый объём, ограниченный гладкой поверхностью 5, 
а Р (9), @9(и) — линейные комбинации производных от функций х, 
и с коэффициентами, не зависящими от 9 и и. 

Если одна из функций, например х, обращается в нуль вне не- 
которой области @,, целиком вместе со своей ‚границей, лежащей 
внутри области @, то в этом тождестве поверхностный интеграл 
исчезнет и мы получим: 

{ff (uLv — vMu) dQ = 0. 

Это последнее соотношение можно принять за определение опе- 
ратора Ми, если потребовать, чтобы оно выполнялось при произ- 
вольной функции и и любой функции 9, отличной от нуля лишь 
в некоторой внутренней области ®.. , 

Прежде чем вычислить выражение для оператора Лапласа в криво- 
линейных координатах, докажем лемму.. 

Лемма 1. Если некоторый оператор 2-го порядка является 
самосопряжённым, то он обязательно представляется в виде 

С 

[: == УХ OX; = (4 81 ie) te (ХХ\УШ.4) 
о 

причём Ар== Ах. 
Заметим, что оператор вида (ХХУШ.4) является самосопряжён- 

ным. Это сразу следует из определения самосопряжённости опера- 
тора [cm. § 2 (V)}. 

Докажем теперь обратное утверждение, выраженное в лемме. 
Убедимся сначала, что сопряжённый оператор к данному можег 

быть лишь один. В самом деле, пусть /И) и М, — два оператора, 
сопряжённых оператору Г, и пусть о — функция, везде равная нулю, 
кроме области ©, внутренней по отношению к 8; тогда 

fff azo ом) 49 —=0 
3 

fff (Шо — Мои) а® =0 
8
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для любой функции и. Вычитая, мы получим: 

Г Го, — мушао —0 

Но функция о — произвольная в области ®,. Поэтому (М.— М5) и = 0, 
и, следовательно, операторы М, и Мо тождественны. 

Если Г имеет вид 
n 

од ди ди 

‚> an (Au at; +d By др 1 els 

то сопряжённый с ним будет оператор вида 

ет ди 

Ух зе (А 5h) — м8 ‘ay, eh 
t=1j=1 

и они могут быть равны только, если В; =0 и A;;—=A,;. Hata 
лемма доказана. 

В переменных &, &, Ь оператор Лапласа А не будет самосопря- 
жённым. Однако его легко выразить через такой оператор. В самом 

деле, для любой пары функций ий и 9, выбранных так же, как при 
доказательстве леммы, имеем; 

Ао — 9 = 0, jf fe o—v Au) dx dy dz=0 

I
M
s
 

— 

или, переходя к новым переменным: 

Г [ (cdo —v Aw) hyhghs dt, dt, dt, = 0, 
2 

д (х, у, 2) 
a лишь знаком может 
(1, to, tg) 

так как, по доказанному выше, якобиан 

отличаться от величины Я: Йойз. 
Значит, оператор 

Lu == ййойз Аи 

будет уже самосопряжённым. 
Если 

8 3 — 
hi= Е (Ач 57 x) 

$=1 j=l 

(очевидно, что сама функция He MoxKer BoliTH HH B A HH B L), TO 
3 3 

1 од ди , d= sae YF ( XA st)" (XXVIII. 65) 
$ —1 ` Уж `
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Коэффициенты В;; при вторых производных в выражении (ХХУШ. 5) 

будут, как легко видеть, равны -—9 
Ay hohs° 

С другой стороны, В‚; можно определить непосредственно. Заме- 
ним сначала переменные на %;, V1, 2,3 при этом Ди не изменится, 
так как оператор Лапласа инвариантен относительно линейного орто- 
гонального преобразования переменных. Теперь, пользуясь форму- 
лами (ХХУШ.3), получим: 

1 
Ot; ot; Ot; Ot; Ot; ot, | a 3 i= Л, 

i Ox, 0x, | Oy it 0 2 — | о А) 

Отсюда имеем: 
й. e e 

file 1 =]; 
h; 

A; = 4 

0, 13] 

  

1 0 (hgh; du д (hyh; Cu\ , O (Ae = 
 Ayhyhy | -( hy a) +35 ( hy x) ГЕ hy Ots/\" (XXVIII. 6) 

В полярных координатах, где h, —1, : =F, hg=rsin), nonyaun: 

1 д (о ди se) 
Аи — r? sin 0 (7 sint 0 et 0% (si nf a0) ba (sat 9 0$ |= 

1 0/9 Ou 1 Of... , Ot ] _ д?и 
я ("+ яя (0 05) рвытеой (ХХМИ.1) 

В цилиндрических координатах будем иметь: 

#1 —=1, И==и Й,=1; 

[ааа (к) а: (" =) 
д ди 1 д?и O71 ar (7 rt) +a Sgt tar (XXVIII. 8) 

Au 

| 

1 
= 

J 

r 

$ 2. Функции Бесселя. 

Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение: 

и 1 , У —__ ( y" +59 +(1—5)y=0. (ХХУШ.9) 

Это уравнение носит название уравнения Бесселя. В курсах анали- 
тической теории дифференциальных уравнений и в курсах теории 
специальных функций устанавливается ряд важных свойств решений 
этого уравнения, которые мы дадим без доказательства. Желающие 
могут познакомиться с доказательством этих свойств хотя бы по 
книге Уиттекера и Ватсона «Курс современного анализа», т. Ц, Или 

Гильберт а Кураит «Методы математической физики», т, 1
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Мы рассмотрим уравнение (ХХУШ.9) отдельно для целых и не- 
целых значений у. 

Справедливы следующие утверждения: 
1. Для нецелых значений у уравнение (ХХУШ.9) имеет два линейно 

независимых интеграла: 

Л, (*) и Л, (>), 

разложимых В равномерно сходящиеся на всей плоскости комплекс- 

ного переменного х ряды: 
У-+ 25 

г (—1з(5) 
A= > ПРО П) 

со (—1*(5 =). -—vt2s 

Jy (4) = У гетто: 

  

  

Иными словами, х-°Л,(х) и х*/_,(х) суть целые функции от х. 
Функции Л (х) и Л_,(х) называются соответственно бесселевыми 
функциями порядка у и —\; их линейная комбинация 

__ J, (x) cos (vr) —/-, (х) 

Ny (x) _ sin (v7) 
  

носит название функции Неймана. 
2. Для целых значений у = т определённые выше функции Бес- 

селя порядка т и пк —т уже не будут независимыми: 

J en (x) — (— 1) m (x). 

При этом за линейно независимые решения ypaBneHin (XAVII!.7) 
можно взять две функции: 

xo (i ЖЕ у 
7 

Jin (%) = a aod TSF YT (mF s+ 1)’ 
  (ХХУШ. 10) 

nt— 

Ny (*) =< Jn (#)(In 5 -+C)— 5 у и (т 
..— 
— 

1 Их\т® 1/1 1 

—=(5) (ии. И 
1 “ (— 1) х\28+т 

№ У теиги-Еь ($) x 
s=1 

l 

ЖЕН кет 1-Е... + 7] 

где С==0,577215 .., —эйлерова постоянная. 
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Как видно из формул (ХХУШ. 10), функция Бесселя J,, (x) ect 
целая функция своего аргумента вместе c x-"J,, (x). Функция же 
№ (х), называемая функцией Неймана и являющаяся пределом для 
функции М, (Хх) при у —> т, имеет в начале координат особенность 
в виде точки ветвления, соединённой с полюсом. 

3. Для чисто мнимых значений аргумента (х == #) функция 

i-™ Jn (x) — i-™J i, (it) — Ln (2), 

являющаяся решением уравнения Бесселя относительно переменного х, 
будет вещественной. 

Другое решение уравнения (ХХУШ.9), вещественное для мнимых 
значений х, имеет вид: 

[| №№ 69—95 = 1,69) = i-™ [Ny (i) —F Im WO] 
4. Линейные комбинации 

Hy? (x) = J, (x) +-iN, (x), 
Hy” (x) =J, (x) — iN, (x) 

носят название функций Ганкеля 1-го или 2-го рода. Эти функции, 
являющиеся, очевидно, решениями уравнения Бесселя (хотя и комп- 
лексными при вещественных значениях х), имеют следующие асимп- 
тотические выражения для больших вещественных значений х, год- 
ные как лля целых, так и для дробных у: 

(1) 2 i (@-F-7) 3 Ay(x)= VY ес * * [1+ OC *)], кН 

(2) Q —i (a—=—=) —3 НУ 2." по 1) 

(Равенство / (х) = О (Ф(х)) означает, что отношение тт + остаётся 

ограниченным ‘при x —> со. } 
1 

Для Н®(х) это представление годится для больших х, удовле- 

творяющих условию 

т oT 
Хх— |< - larg 5 |< 5 

а для НР) (х)-— для больших значений х, удовлетворяющих условию 

ше <=.
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Из формул (ХХУШ.11) получаются следующие асимптотические 
выражения для функций Бесселя и Неймана: 

WV те —1)--0< 3), 
(ХХ. 12) 

Формулы (ХХУШ.12) показывают, как ведут себя функции Бес- 
селя и Неймана при возрастании аргумента. Это — колеблющиеся 
функции, бесчисленное множество раз проходящие через нуль. Ампли- 
туда их колебаний постепенно затухает. Корни функций Бесселя и 
Неймана с одинаковым значком перемежаются. Функция /, (2) для 
вещественных больших значений г имеет представление: 

‚уз (1о($}- 
Элементарно можно получить уравнение, которому удовлетворяет 

функция /, (2): 

АГ, ( 1 ат, 2 
ont?) +z On (2) —(1 +=) (2) = 0. 

Эта функция часто встречается в приложениях. 
Обычно в таблицах даются только значения функций Л (г) и Л! (2). 

Между функциями Л, (г) для разпых л существуют соотношения, 
позволяющие выразить при целом п любую функцию У, (г) и её про- 
изводную через эти две основные функции: 

Jn—1 (2) + Ing 1 (2) = <2 J,,(2); Jn 1 (2) — илл (2) == 94 (2). 

  

     

$ 3. Полное разделение переменных ‘в уравнении Ди = 
в полярных координатах. ‚ 

Рассмотрим волновое Уре на ООН 

0?и 
9 — 0. 

9х? 9 a 

Пусть мы изучаем колебания круглой мембраны г< 1 с гранич- 
ным условием 

Uli. =O | (XXVHI. 13) 

И начальными условиями 

__, , OU __ 
“lao = 40 SF |,
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Переходя к переменным г и Фф по формулам х==гсо$зо, 
у==г3шо, преобразуем это уравнение к виду: 

10/.au\,10u au +n" or) bgt om = O (XXVIII.14) 

[см. (ХХУШ.8)]. 
Решение (ХХУШ.14) будем искать в виде 

и= Ж 9, (г, $) (а; со АИ-- 6, 5т i), 
$—=1 

где 9; есть решение уравнения 

1 0/. do; 070; , 42 aC sel) ta Set дея. Е № 04 =0. (XXVIIL15) 

Покажем, что ги ® являются нормальными координатами нашей 
задачи. 

Ищем решение х; опять в виде произведения 

= $; (9) В, (1). (XXVIUI.16) 
Как мы установим позднее, такие решения существуют. Подставляя 
(ХХУШ.16) в уравнение (ХХУШ.15), получим: 

Ф; AG a tS Ri Ga +. ЮФ, —0 

та 

или, деля на ^Ю;Ф; и умножая на Fr: 

4 (, aR) 42%, 
ar dg? 2.9 __ И ay 

42Ф, , d ¢ aR) 

dgt __ а\ а 9013 "37 = Bs у А}. 

Приравнивая обе части постоянной тт, имеем два уравнения: 

©; -L mi, = 0, (ХХУШ.17) 

r (rR;)’ — (mj — № К, =0. (XXVIII.18) 

Решение уравнения (ХХУШ.17) должно обладать периодом 2п 

для того, чтобы иметь определённый физический смысл. При этом, 

очевидно, 12; должно быть вещественным и целым. Тогда 

(2) Qj = cos mp, ФР == ии,
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Уравнение (ХХУШ.18) преобразуем к самосопряжённому виду: 

= 

(rR;)’ — (= — 2) R;=0. (ХХУШ.19) 

В таком виде уравнение для А; есть самосопряжённое уравнение 
2-го порядка. Мы будем искать то его решение, которое обращается 
в нуль при г=1 и остаётся ограниченным при г==0. По общей 
теории (см. лекция ХХ, пример, и лекцию ХХУ, 5 4) такое решение 
существует для некоторого множества значений А». 

Лемма 1. Фундаментальные функции уравнения (ХХУШ.19), 
удовлетворяющие указанным граничным условиям, ортогональны 
с весом г!): 

[ RMR rar] . 1, i=/. 

В самом деле, пусть 

. , mM; а 
ЕЮ; == (К) —= Ю; = — МГАя 

тогда 
1 1 

[IR LR, —RLR| ar = 09 —2) [rr RRear, 
0 0 

Но интеграл в левой части тождества равен нулю, значит, и иптеграл 

справа равен нулю, что и требовалось доказать. 
Слелаем подстановку: 

hiv =p), 

тогда 

а) а 
ar * do? 

и уравнение (ХХУШ.19) переписывается так: 

A, 2 (c (м) К =0, 
р 

ИЛИ 

° а [ аЮА _ (т; 

(р =) (=p) К; =0. (XXVIII.20) 

и 1 т: 

У —y +(1 —")y =o. 

Мы видим, что задача свелась к уравнению Бесселя, о котором 
шла речь выше. 
  

Г) Лемма следует из общей теории, однако, её доказательство приводится 
вторично. Лемма имеет место для более общего условия при г = 1, а именно 

К: -- ВК |, = 0.
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Естественно, что мы должны взять за Ю регулярное решение 
уравнения (ХХУШ.20), т. е. 

К; (г) =Jin, (A,r). 

Значение \; мы получим из граничного условия (ХХУШ.13). Мы 
имеем. 

К: (1) ==, 04) =0. (ХХУШ.21) 

Как и следовало ожидать, это уравнение имеет бесконечное 
множество решений, что с очевидностью следует из асимптотического 
представления для бесселевой функции (ХХУШ.12). 

Мы получаем, таким образом, систему решений нашей краевой 
задачи в виде 

су с0$ (пФ) Jn, Aer) аз зш (т) Ли, (№) (ХХУШ.22) 

с собственными значениями №5, где с; и @; некоторые постоянные, 
определяемые из условия нормировки. Все эти решения ортогональны 
между собою. Легко доказать, как и в случае колебаний прямо- 
угольного параллелепипеда, что функции (ХХУПШ.22), в которых 
пары чисел 21, и ^ суть всевозможные пары, удовлетворяющие 
уравнению (ХХУШ.21), дают все собственные функции задачи. Для 
доказательства установим сначала лемму. 

Лемма 2. /7роизвольная функция ‹(г, $), имеющая непре- 
рывные производные до второго порядка включительно, удовле- 
творяющая граничному условию (ХХУШ.13), может быть пред- 
ставлена сходящинся рядом вида 

« (г, Ф) = > > (mn cos mo+B..2sin mp) J, (Aer), (ХХУШ.23) 
71==0 

где 

отл. == — Lf Г Ф (г, ©) cosmo, ayr) rdr do, 

2x («i 

Bink = - | | ® (г, <) п те» (ХР) г аг do. 
0 0 

Прежде всего ® (г, Ф) как периодическая функция представима 
в виде 

во (Г, = Dla (r)cosmo-+ 8,,(r) sin me], (XXVIII.24) 
nv=0 

где 
PT 2T. 

I . 
ат (Г) = + | «(г, $) с0$ т 4Ф, 6, (r)= = | « (г, o)sin mo do. 

0 9
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Коэффициеиты а„(гГ) имеют непрерывные вторые производпые и 
удовлетворяют краевому условию (ХХУШ.13) и должны оставаться 
ограниченными при г==0, поэтому могут быть разложены в равно- 
мерно сходящиеся ряды по собственным функциям самосопряжённого 

уравнения (ХХ\УШ.20), т. е. по функциям Л, (^/) (см. пример 
лекции ХХ и лекцию ХХУ): 

Oy (1) = Bh Ont (Me) (XXVIII.25) 
‘= 

где 
1 

| J am ©) Imm OP) r dr 
0 

Conk — 
  (ХХУШ.96) 

| 
№ b 

1 

tf fm Ор каг | 
0 

Аналогично 

Em (1) = 21 Prntoln er), (XXVII.27) 
i 

где 

1 

[ bmn (1) Ли O81) га, 

  Bink = — (XXVIII.28) 0 
1 

(m) -\12 2 J [Jon (Ay, r)] r dr | 

Сопоставляя (ХХУШ.25), (ХХУШ.26), (ХХУШ.27Т) и (ХХУИ.28), 
получим утверждение леммы, причём ряд (ХХУШ.24) равномерно 
сходится относительно о, а ряды (ХХУШ.25) и (ХХУШ.27Т) равно- 
мерно сходятся относительно г. 

Из леммы 2 сразу следует, что других собственных функций, кроме 
найденных, наша задача иметь не может, ибо каждая такая собствен- 
ная функция представлялась бы рядом (ХХУШ.23) с коэффициентами, 
равными нулю, и должна, следовательно, равняться нулио. 

Задача о колебании мембраны решена тем самым до конца.



ЛЕКЦИЯ ХХИХ. 

ГАРМОНИЧЕСКИЕ ПОЛИНОМЫ И СФЕРИЧЕСКИЕ 

ФУНКЦИИ. 

$ 1. Определение сферических функций. 

Прежде чем переходить к дальнейшим приложениям метода Фурье, 
мы займёмся ешё одним важным вопросом. Рассмотрим уравнение 

Лапласа с тремя переменными: 

0% ‚ 0 , OU 
xa bat 5, = 0 Ox ду д: 

и поставим себе целыо найти те решения этого уравнения, которые 
имеют вид однородных многочленов степени л относительно х, уи 2. 

В плоском случае такие однородные решения уравнения Лапласа 
имеют, как легко проверить, вид 

(ха), («—y)”. 
Будем искать решение задачи в виде 

я—т 

2 

о— (и-Ео)" Ходит = (x +H" f@, 2) 
(m=0, 1, 2,..., 7), (XXIX.1) 

rye 

= ИЕ 
  

  

  i . пт п—т 
1) Суммирование ведётся от ] =0 до ] = 2( 5 ), где u( 5 Jeers 

пт 
целая часть числа 2‘ 
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Зычисляя оператор Лапласа от v, получим: 

    

oy о Of (p?, ,; аз (—1) (-F iy)™=2f (02) + A(x ддт х АЯ + 
+ о (x + iy)™ eg —. 4х3 (х +- iy)m oes 

oH im (m—1) (e+ yy" F(C%, 2)-F Amiy (xb yyn1 SED 
‚ лт ОЛ (2% 2) 2/.- 1 нлж 02 (2% 2) 7 О" о PE)” > 

02 д , 
age (XV) р, = 2) , 

откуда 
, д 

9 ’ 0? 2 . Аа — (х -|- iy)™ | ore) 2) -|- 4 (т -- 1) eS — 4p ae | 

. д 8 (2% 0 =O)" я-а [9] 
Подставляя значение f (07, 2), получим: 

  

(3—1) :2 

Ая = (х-- рут [ У (n—m—2j)(n—m —2j—1) ар гт-т- 97-3... 
j=0 

(72— 1): 2 

+ 44 J (1 +m) а. 9 -*гт-т- 57|. 

Заменяя во второй сумуе ] через я получим: 

(п— т): 2 

Av = (x-+ iy) | 2 [(п — т — 27) (n— m— 27 —1) a;-++ 

+U-+ ly(ijt+m —+- l)a ja] p%ign—m— 23 — 2 2}. 

Приравнивая нулю коэффициенты при р*/2"-т-%-2, мы получим 
систему уравнений, из которой все а; один за другим выражаются 
через какой-нибудь один из них. Мы получим: 

  а. = (— 1) (п — т) (п т— 1) 

  

(т) бо, 
(1 — т) (п m — 1) (n — m— 2) (n —m— 38) 

a= (— I (+1) (и 2) A 
re a в. . я “3 yy .. 

G1)! G+ 1) (m 4-2). ..(m +5 +1) 

Если @p вещественно и положительно, то все аъ, будут полог- 
жительны, а все ао,,; отрицательны. Пусть для определённости 

- (n+ m)! 
a= 2mm! (n— т)!" 

  

Qy41 — ( — 1)7+1 ‚ 

96 Зак. 1956 С. Л. Соболев.
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Нами установлено, таким образом, существование одного и, с точ- 
ностью до постоянного множителя, только одного гармонического 
полинома вида 

9 == (х-Н У, и (р?, г) 

для каждого п и т==0, 1, ..., П. 

Присоединяя к ним ещё и полиномов вида 

(х ~~ ууу, т (p*,2) (m — 1, eee, п), (XXIX.2) 

мы получим систему 21п--1 гармонических полиномов. 
Нетрудно убедиться в том, что эти полиномы линейно незави- 

симы. Принимая за новые независимые переменные & =х-- 
и 5 =х— у, мы получим в каждом из этих полиномов такой 
старший относительно &, или ©, член, который не может встретиться 
ни в одной линейной комбинации многочленов с меньшими значе- 
ниями индекса 1. 

Покажем, что других однородных гармонических многочленов 
степени ий, независимых от данных, не существует. 

Любой однородный многочлен Ю,(х, у, 2), если ввести в него 
новые независимые переменные 2, Их, („= х-——1у, будет 
многочленом относительно =, &, и 65, а значит, может быть един- 
ственным образом представлен в виде: 

Юл == Фи, о (GC, 2) > [1 Фи, т (С, 2) НФ, an (Cyn, 2)]. (XXIX.3) 

Для этого нужно в полном выражении этого полинома сгруппи- 
ровать вместе те члены вида (thet, rne j—k= +m. 

Отсюда следует, что любой однородный многочлен степени п 
единственным образом представляется в виде суммы многочленов 
по формуле (ХХ!Х.3). 

Применив к многочлену К„ оператор Лапласа, мы получим одно- 
родный многочлен степени (п — 2), также представляемый единствен- 
ным образом в виде суммы многочленов по формуле (ХХ!Х.3) с за- 
меной п на (ип— 2). Если Ю,„ — гармонический полином, то все сла- 
гаемые в таком разложении АК, должны, следовательно, обратиться 
в нуль (из единственности следует, что других способов разложить 
его, кроме того, при котором все члены равны нулю, не существует). 
С другой стороны, применяя оператор Лапласа к формуле (XXIX.3) 
и замечая, что применение оператора Лапласа к многочлену вида 
(ХХ!Х.1) и (ХМХ.2) даёт многочлен того же вида, но с соответ- 
ственным уменьшением и на две единицы, мы видим, что оператор 
Лапласа от каждого слагаемого суммы (ХХХ. ) порознь равен нулю 
м, значит, Фи, т == С/л, т, ЧТО и требовалось доказать.
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Продолжая действовать по аналогии с плоским случаем, заменим 
координаты х, у, 2 полярными, полагая 

Х = гп 6 с0$$, 

y=rsin Ising, 

z=rcosJ, 

гу м-р уг. 
При этом любой гармонический полином рассмотренного намЕ 

типа примет вид 

где   

пе, и ($120, cos 8) sin” 6. (XXIX.4) 

Tn, m (sin? 0, cos 0) = by, m (cos 9); 

нетрулно видеть, что Фи, ж(с0$0) есть многочлен от с0$0, степень 
которого в точности равна (п — т). 

Действительно, каждый член вида 

Пусть 

—т-272 а;гт-т- ра] 

заменяется многочленом вида 
—-т-—27 ‹1194 0 — —т- a; (cos 0)"-™-*9 sin’ 0 = а; (1 —с052 8) (соз @)"-т-9, 

в котором знак при членах, содержащих 

(cos 0)2-m~29, 

равен (— 1)®. В сумме таких многочленов ни одно слагаемое сокра . 
титься не может. При этом, очевидно, 

  фи, т (1) = = — 2 т! 2т(п— т)! ° 
Полагая 

sin” Op, m (Cos 8) == P™) (cos 0), (XXIX.5} 

мы можем, пользуясь выражением (ХХХ.4), выписать полную систему 
однородных гармонических полиномов от х, у, 2 степени п в виде 

PO (cos0), r™sin eP™) (cos 8), r®sin 20 P® (cos 6), ... | 

...› 7 зш пор (0$ 0); 
| (XXIX.6 

r™cos oP") (cos 8), r" cos 29P®)(cos 0), .... 

    2+, 7 cosnoP) (cos 0). 
4 

Функции (ХХГХ.6) служат пространственным аналогом функций. 

pe’ cosne, p”sinng, 

26*
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являющихся решениями плоской задачи о гармонических полиномах, 
а функции 

sin m<cP:") (cos 8), 
" (XXIX.7) 

er PEM) . cosme¢P') (cos 0), 

— аналогом тригонометрических функций кратного аргумента, т. е. 
cosine и зшио. Эти функции или их линейные комбинации принято 
называть сферическими гармониками порядка пи. 

$ 2. Приближение при помощи сферических функций. 

Теорема 1. Линейной комбинацией функций (ХХХ.Т) поряо- 
ков 0, 1,..., N можно с любой точностью, в смысле равномерной 
сходимости, представить произвольную непрерывную функцию 
на сфере радиуса 1, если № достаточно велико. 

Для того чтобы доказать эту теорему, установим сначала несколько 
вспомогательных предложений. 

Лемма 1. //роизвольная функция F (9, 0) на поверхности сферы 
радиуса 1, непрерывная на ней, может быть представлена. со 
сколь угодно большой точностью в виде многочлена: 

м М м . 

С (х, у, 2) == a a > Явы" 2". 
$ = —:1 772 — 

Доказательство. Составим выражение: 
к т 

М-Ь 1 “/1+ cos y\N . Qy = At | | (5) РО, 91) sin 0, dO, de, 

  

где со$1 обозначает косинус угла между вектором 

Хх == $11 0 с0$ $, 

у = п 0 то, 

z= cos!) 
и вектором 

(, = sin, cos9,, 

y, =sin0,sing,, 

z, = cos 4. 

COS ¥ = XX, -}- yy, + 22}. 

Легко установить, что @м есть полином степени NV OT xX, y, 2 
Докажем, с другой стороны, что 

Qn — Е ===(М№) | 

оавномерно стремится к нулю при №, стремящемся к бесконечности. 

Имеем
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Рассмотрим интеграл 

N+1 ¢ (A+cos7 ste | | [5 Р) F(8, @) sin 6, 8, do,—= 
оо . 

ЕР (®, of fe сот.) sin 0, 49, do, 

Пусть $ — поверхность шара радиуса 1. Величина 

2 т 

| “К it cosy" sin 6, d0, dp, = 

"Е “ (sega 
не зависит от точки (0, Ф). Следовательно, вычисляя её, можно коло 
жить 0 =0. При этом с0$* ==с0$6., и интеграл запишется так: 

  

  

on с 

“e | 1+ 205 1)" sin 0, d0, do, = 

(ey (a) = 
= — (Lt gost м1 И 
=—-(=s) | =1 

  

              

Значит, 
2 п 

м И it cos 1)" F (6, 9) sin 0, d0, do, = F (6, 9). 

  

Далее, 

Як —Е (0, oO) = 

25 к 

N+1 1 м Nt ет) [F (0,, ©) —F (0, ¢)]sin 0, 6, 4%. 
0 

  

Разобьём последний интеграл на два слагаемых, выделив вокруг 
точки (6, $) область на сфере 1< 8, так, чтобы иметь 

[F (8, 9) —F (4, $)1<5 

` < 
для точек (6., 9,), принадлежащих области 1 < 0.
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Функция Р (9, $), в силу своей непрерывности, ограничена, значит, 

IFO, $) < М. 
Возьмём теперь Л настолько болыним, чтобы удовлетворить нера- 
венству 

Е 1 + cos 8 м м (5) <: 

При этом, очевидно, 

(м-- 1 (ЕТ tees)" <i для 1.8. 

Для таких № 

  

    

    

on STIs 
+4 АГ cost" ) FO, ©)—F(0,, ©,)|sin9, dO, do, + 

" 1> 

wrt К ет YFG, o)—F(0,, 9,)| sin 9,d0,do,< 
J J 

12 1 со eN+1f (/l-tcosy\* 
"| " 1) as tee | A) 45 < 

128 (<5 

<a 2M += =e. 

Наша лемма доказана. 
Лемма 2. Пусть Фу (х, у, 2) — совершенно произвольный много- 

цлен от переменных х, у, 2 степени Ё. Тогда существует. гармо- 
нический полином Ру(х, у, 2) степени не выше Е, принимающий 
на сфере х?-—- у?-- 2? =1 те же значения, что и ©, (х, у, 2). 

Доказательство. По доказанному выше многочлен @,(х, у, г) 
может быть представлен в виде 

Qi = 4о (р°, 2) 2 LEP DY Gm 0% 2) (= BY" Gam Os ZI 

[om. (XXIX.3)]. 
Значит, на сфере х2-- у?-|- z?—— 1 6yyem umerTs: 

Qh, = To (cos 8) ~- 

+3 sim 0 [cos mot, ,, (cos 8) + sin met, „(с0$0)], (XXIX.8) 

где <, (со$ 60) — многочлен степени не выше А от с0$0, а многочлены 
ит суть многочлены степени не выше &— т от со$4. T1. an 2, 1
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Но величина “у (соз 60} может, очевидно, быть представлена в виде 
Е 

T) (cos 0) = a c;P® (cos 8), (XXIX.9) 
j= 

а каждая из величин $117 6%, „ и 911 6, „ может быть представлена 

в виде 
К 

sin” 0c, (Cos) = № „РР (с056), 
К 

sin Oc, „ (с0$0) == 2a of, Pam (cos 9). 
n= 

(XXIX.10) 

Коэффициенты этих разложений могут быть найдены один за дру- 

гим, начиная со старшего, ибо степень каждого pm) (&) возрастает на 
елиницу вместе с номером п. 

Подставляя (ХХ Х.9) и (ХХ[Х.10) в (ХХ[Х.8), мы сразу доказы- 

ваем нашу лемму. Из лемм 1 и 2 немедленно следует теорема 1. 
В самом деле, произвольная непрерывная функция с любой точностью 
может быть на сфере заменена многочленом по лемме 1. По лемме 2 
этот многочлеи заменяется сразу гармоническим многочленом. 

$ 3. Задача Дирихле для шара. 

Доказанная теорема даёт нам новый способ решения задачи Дирихле 
для шара. Мы знаем из предыдущих лекций, что эта задача всегда 
имеет непрерывное решение и что если мы заменим предельные зна- 
чения функции 

и | =$ 

f 
приближёнными Ф, так что 

[9—$'| <ь, 
то решение уравнения 

Аи =0 

при условии 

и|5 =” 

отличается не больше, чем на &, от решения этого же уравнения при 
условии #|. =$. 

Взяв за Ф’ линейную комбинацию сферических функций, мы сразу 
найдём решение задачи в виде суммы соответствующих многочленов. 

Это и будет приближённым решением задачи Дирихле. В конце лек- 

ции мы дадим явное выражение точного рещения через сферические 
функции,
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$ 1. Дифференциальные уравнения для сферических функций. 

Пусть У, (0, ©) какая-то сферическая гармоника порядка п. 
Произведение 

mY, (9, 9) 

есть гармонический полином. Следовательно, 

АТ „ (8, ¢) = 0. 

Пользуясь выражением для оператора Лапласа в полярных коорлина- 
тах [см. (ХХУШ.7)], получим: 

a | 7? 5 X (PY, (8, o)| Frac 5 [sna 6, 9))|-+ 
] 

ЧН лоб", (0, Ф)] =0, 

откуда 

го 1 бу 6 чае | зао бе Ни и-- 0, =0. ХА 

Уравнение (ХХ/Х.11) получается из уравнения 

1 д/. ид 1 д , 
sv0 50 (809 55) -Н зао ом НАУ-О — (ХМХ.12) 

при 
A==n(n-+ 1). (XX1X.13) 

Обозначим оператор 

1 
sin 6 585 96 ot ae i sin? 6 ia ? 

действующий на ‘функцию у (6, $), определённую на поверхности еди- 
ничной сферы, через Д. Уравнение (ХХ!Х.12) запишется при этом 
в виде: 

DY+-AY=0. (XXIX.14) 

Onepatop D на первый взгляд зависит от того, как выбран полюс 
сферы. Однако на самом деле он остаётся неизменным при всевоз- 
можном выборе координат 6 и © Ha этой сфере. Действительно, пусть 
функция y(0, Ф) задана как-нибуль на сфере. Будем считать её задан- 
ной во всём пространстве г, 0, ф и не зависящей от г. Тогда 

О (х(6, $)) = г? АУ. 

Оператор Лапласа, стоящий в правой части, не зависит от выбора 
координатных осей, значит и оператор ДР не будет зависеть от этого 
выбора, что и требовалось доказать.
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Длина дуги некоторой линии на сфере 45 выражается с помощью 
соотношения 

ds == 40? -|- $11? 0 497, 
ИЛИ 

з 2 192 22 . 
45’ = #1 40° -- мах, где № ==1, #й==510. 

Оператор ДР выражается через hk, и #й. формулой 

р Год 
` №№ 00 4 00 ` Рлй» дФ й» 0% 

по аналогии с формулой (ХХУШ.6), выражающей оператор Лапласа 
в криволинейных координатах. Выражение Dy называют поэтому 
оператором Лапласа на поверхности сферы. 

Уравнение (ХХХ.12) может иметь нетривиальное решение, непре- 
рывное на всей поверхности сферы, не при всяком значении ^. Задача 
об отыскании таких значений Л и самих этих решений аналогична 

задаче об отыскании решений уравнения 

y+ Ay = 0, 

непрерывных на окружности. Эта последняя задача была рассмотрена 
нами в лекции ХХ. НПоставленная нами сейчас задача может быть 
приведена к теории интегральных уравнений при помощи функции 
Грина. Остановимся подробнее на этом вопросе. Будем искать реше- 
ние уравнения 

Do =» (6,0) (XXIX.15) 

на сфере. Заметим, что соответствующее однородное уравнение 

Ри =0 (XXIX.16) 

имеет нетривиальное решение и==1. Поэтому задача об отыскании 
решения (ХХХ.15) разрешима не всегда. 

Назовём функцией Грина для уравнения (ХХ/1Х.15) функцию двух 
переменных точек сферы: 

1 cin 2 Ч = т 5: 

где через -] обозначено угловое расстояние между рассматриваемыми 
точками. Из сферической тригонометрии известно выражение для 
cos ¥: 

cos = cos 0, cos 8, —sin 9, sin 8, cos (¢; — %o), 

где 6,, ©, —координаты одной из точек, а 0., $, — координаты дру- 
гой точки. Докажем, что если функция Ф удовлетворяет условию 

к ж 

f feas=f f ysin 6 46 40.=0, (XXIX.17) 
8 0 Q
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то решение уравнения (ХХ!Х.15), удовлетворяющее тому же условию 
к жд 

[ [ vsin0 ag a =0, (XX1X.17’) 
оо 

даётся формулой 

9 (0% Ф0) = 
зп 

= Г 96, $ в, +968, 9 тв арав — | [| 0445, (мха8 
оо s 

где через 4$ обозначен элемент поверхности сферы. Этим будет 
оправдано данное нами функции @ название. 

Пусть решение уравнения (ХХХ.15) существует. Выберем за 
точку 65, Фо полюс сферы. Мы будем иметь: 

к 2к к 2 

JJ vd J J Gdesinoae ap И бро а) т 

2K 2K 

ifs oy, 1] [ ) — 
| 248] + доз, аз 4 } 4 — 
0 0 

  

= ‘1 y sin 0 1 5; $10 = — 59" $ 156 06 
0 

    

"og 
=—| sin 0 | 

0 

ОЕ | . OTF 
—|- sin () 96 (5= | о tg) le sin 5| = 

0 

к 2 an 

[а 5 ( 01 Г — — — | Sin) | —— — | eos? — — | р [eae] a0 COS" 5 on. v de) 
0 0 0 

В силу условия (ХХХ.17) получим: 

к 

¢ 
e 

0 

  

Г Го = юра (XXIX.19) 
5 

Из соображений симметрии отсюда следует справедливость фор- 
мулы (ХХ[Х.18) для любой точки сферы. Можно доказать также, что 
если $ — произвольная функция, удовлетворяющая условию (ХХ]Х.17), 
то функция 9 (6%, $5), определяемая равенством (ХХ]Х.18), даёт нам 
решение уравнения 

Ро =. 

Доказательство этого предложения аналогично тому, которое 

мы проводили неоднократно, и мы его опускаем. Функция Грина, 
построенная нами, является симметрической функцией, и поэтому
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u=f{ { Guas, 

Ss 

эквивалентному (ХХ[Х.4), нрименима вся теория интегральных урав- 
нений с симметрическим ядром. 

Если мы поставим себе задачу — найти все регулярные решения 
уравнения (ХХ]Х.12) на сфере, то из сказанного вытекает, что зна- 
чения (ХХ]Х.13) будут собственными значениями. 

Каждое собственное значение имеет (2и--1) собственных функ- 
ций. Мы получили выше, в формуле (ХХХ.7Т), набор решений урав- 
нения (ХХ!Х.12). Из общей теории интегральных уравнений вытекает, 
что те из функций (ХХХ.7Т), которые отвечают различным значе- 
ниям и, ортогональны. Решения (ХХ]Х.7) с одинаковыми значениями п 
ортогональны в силу того, что в промежутке Ох ох 2т ортого- 
нальны все синусы и косинусы кратных дуг. Отсюда следует орто- 
гональность всех функций (XXIX.7). 

Теорема 2. Функции (ХХПХ.Т) исчерпывают всё множество 
собственных функций уравнения (ХХ[Х.12). 

Доказательство. Пусть У* (0, $) есть какая-то собственная 
функция (ХХЕХ.12), отличная от (ХХ[Х.Т), и пусть и; (0, ©) есть 
множество функций (XXIX.7), каким-то образом перенумерованное. 
По теореме 1 функция У*(6, о) может быть представлена в виде 

к уравнению 

№ 
te (N 

Y* (0, ©) = 2 cu; (0, 9) чм, 
2 — 

где Wn CKOJIb угодно мало. 

Значит, 

Г [y* (0, 5-х Уи, (0, г — J J avas <2). 

Ss 

Пусть 

= [ [У ©, oul, gas. 
$ 

Тогда 

ГГ ©, 9 — Хо 2) а5 < 
5 = 

<Jf f(y (0, 5—5, a; (8, $) 45. 

Принимая во внимание ортогональность 7% м Ф) со всеми и; (0, ©), 
которая следует из общей теории интегральных уравнений, и выте- 
кающее из этого равенство



412 ГАРМОНИЧЕСКИЕ ПОЛИНОМЫ И СФЕРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИЙ — [Лл. XXIX 

получим: 

f fm (6, ©) 45 <е 
S 

при произвольном =” 0. Значит, У* (6, 9)—O0, что и требовалось 
доказать. 

Из теоремы 2 сразу следует возможность представления любой 
функции х ($5) с интегрируемым квадратом по сфере, т. е. для всякой 
функции, удовлетворяющей условию 

Г [< ($) $ < оо, 
5 

в виде сходящегося в среднем Dana 

So, plz, 
t=} 

где —_ 

Фё — | | фи; 45. 
8 

Сходимость ряда будет равномерной, в силу теоремы Гильберта- 
Шмидта, если ф имеет непрерывные вторые производные. 

Подставим в уравнение (ХХ]У.12) функцию (ХХ]Х.7). Пользуясь 
тем, что 

ae [sin moP&” (cos 6)] = — m? sin мер” (056), 

мы будем иметь: 

1 af... op™ (cos 6) 

sin 00 [> 0 _ 

+" е+о— из |2 т) (соз6) =0. (XXIX.20) 

Уравнение (ХХ[Х.20) есть дифференциальное уравнение для функций 

р” (соз0). Обозначим: 
с0$ В ==. 

Тогда 

н уравнение (ХХ1!Х.21) переписывается так: 

а а, 92 (п) (1) 112 ), 

A | sino PH | n(n 1) — sag] Pr” (ny) = 0 
ИЛИ i 

oan” (e) 
dp а + |            а (m) (1) = 0. (XXIX. 21)
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Полученное дифференциальное уравнение есть линейное уравне- 
ние 2-го порядка. Оно получается из уравнения 

а ау do 

ie (0-0) ge] + [41a] =e 

  

nmpu Ay==n(n-+1) wu A= m?. 
Если мы поставим задачу найти такие ^, и А, при которых решение 

этого последнего уравнения ограничено, то можно утверждать, что при 
A, == т? никаких других собственных значений, кроме /\, = и (п 1), 
оно не будет допускать. Это вытекает из того, что мы имели бы 
в противном случае собственную функцию у* уравнения (XXIX.21) 
и соответственно собственную функцию для (XXIX.12) B виде 
Р* (соз0) sin me, отличную от всех функций (ХХХ.Т), что, по до- 
казанному, невозможно. 

Полученные нами соотношения позволяют поставить вопрос о 
решении уравнения Лапласа для шара по методу разделения перемен- 
ных. Более того, мы фактически уже провели этот метод, исходя 
из других предпосылок. 

Разделяя переменные в уравнении Лапласа 

Аи ртр (1255) + rane op (508 SF) + rae ag =O 
мы будем иметь после простых выкладок, которые мы предоставляем 
читателю: 

и= У 7Р (cos 8) [2 cos mo + 6%” sin mo}, 

men 
re cosmo u siflmo суть решения уравнения 

d*® —, + mo — 

Р(") — решение уравнения (ХХ!Х.20) или (ХХ!Х.21) а!’ — решение 
уравнения 

та а 
wa? )—a@+ 1) R=0. 

 



ЛЕКЦИЯ ХХХ. 

НЕКОТОРЫЕ ПРОСТЕЙШИЕ СВОЙСТВА СФЕРИЧЕСКИХ 

ФУНКЦИЙ. 

$ 1. Представление полиномов Лежандра. 

Разберём некоторые свойства сферических функций. 
Теорема 1. Решением уравнения 

  

               

  

4 ay ay me — 
ев | ге) =0 

служит функция 

| —] а т Дет 1 — p4)2 , 

Py” (|) == "a we es . (ХХХ.1) 

Доказательство. Пусть (1 — 2)" = Ф. Непосредственно легко 
проверить формулу 

(1—2) 4 ds +2 (a—1) pS Е 2иФ —=0. 

Дифференцируя её т--п раз по и с помощыо известного правила 
Лейбница, получим: 

ат+т-+2ф фт+т--1ф 
2 

(i — p*) dpmrn+2 ИНО рии dame ni + 

qrtmm 

+ (a— m) (n-- n-- 1) ~ ae арт т Fjonem = 9 

или, полагая 
Qm+np 

dpmrn —=") 

(1 — p?) b” — 2-1) pe’ 4- (a — mm) (nm 4+ 1) = 0. 

Далее, пусть 
т 

Pr” (v) = CU — v2)? 4,
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откуда прямой подстановкой получаем: 

  

  

4 pt т) Ч рт) 
(21) __ (1 — 2?) pa — 2p in +| x (n-+-1)—, =a P= 

75 

= C(1—p)? (1—7) 4" —2 (ш-- ых (1) и-Ет-- =, 
что и требовалось доказать. 

Формула (ХХХ.1) даёт нам, очевидно, новое явное выражение 

для Р® (соз 0), ибо г? эш тор есть гармонический полином, а двух 
полиномов такого вида быть не может. 

Из этой формулы можно получить ряд удобных рекуррентных 

формул для вычисления функций Р“” (соз 6). 
Многочлены 

po _ (—1)” dr (l— pan 

носяг особое название полиномов Лежандра. Среди других сфери- 
ческих функций они. играют особую роль. 

Строго говоря, мы не имеем пока права обозначать через P& (p) 

функцию (ХХХ.1), которая может отличаться от введённой нами ранее 

фупкции Р@® (v) постоянным множителем. Однако легко установить, 
что множитель этот есть единица. Из формулы (ХХХ.1) следует, что 

Р, (Г =1. (ХХХ.2) 

В самом деле, положим p.— 1 = 2; Torna 

(1 — 2)? = (— 1) г (2-Е = в —(— 18 (пгт --.. 

откуда сразу и вытекает (ХХХ.2). 
Если 

  

Р) (соз 0) , 
50%0 Oi, any 

то аналогично 
4 (1) = (п-т)! 

em 2m! (n— т)! * 

что и доказывает наше утверждение. 

$ 2. Производящая функция 

Теорема 2. Разложение функции 

1 1 

Г У1— 27 с0$ 0-1 72 

по степеням г имеет вид 

  

  

г | a= У гтР, (со$ 0). (XXX.3) 
4-0
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1 ¥ . 
Функция — называется поэтому производящей функцией поли- 

1 
номов Лежанодра. 

Эту теорему можно было бы доказать непосредственно, подсчи- 
тывая коэффициенты разложения, но можно установить её и другим 
путём. 

" 1 
Рассматривая функцию = в некоторой сферег < р < 1, мы можем 

1 
разложить её в ряд по степеням г, причём коэффициенты, очевидно, 
будут многочленами от со$6, т. е. 

со 

1 
я = r2Q,, (cos 9). 

n=0 

В самом деле, 

1 — 2rcos 6 -+- r? = (1 — гей) (1 — ге), (XXX.4) 

откуда сразу следует, что наше разложение будет иметь радиус 
сходимости, равный единице. Значит, при Гг==р 

со 

1 
= У p”Q,, (cos 6). (XXX.5) 

1 n=0 

По доказанному в прошлой лекции, гармоническую функцию, при- 
нимающую на поверхности г==р заданные значения (ХХХ.5), можно 
разложить в равномерно сходящийся ряд: 

со 

1 = У а„гР, (соз8). 
n=0 

Из единственности разложения производящей функции в степенной 
ряд по г вытекает, что | 

Q,, (cos 9) = а„Р, (соз 6). 

Для того чтобы определить величину @„, заметим, что при 
соз@ =1 имеем: 

(1 — 27 с0$ 6 +-r*)p 9 = (1 —/)* 

  

co 

1 
Сравнивая это с выражением ==», гпа,Р,(Ё), имеем: 

n=0 

ay, =a 1, 

Теорема 2 доказана.
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Следствие 1. Имеют место равенства. 

со 

rn 
У визг P,,(cos8), r<R; 

1 n=0 
  

  

  
    

  
  

—VR®?—2Rr cos 6 r? = AKO) 
ye = P,, (cos9), r>R. 

| «=0 

В самом деле, 

1 1 1 

У ^2—2Юх со50--72 ВЮ И 1-27 ов + (57 

1 1 |   
  = 

У 1-28 созо--(^) 

откуда и следует (ХХХ.6). 
Следствие 2. Справедливо соотношение 

д 1 

Op У pP2—2prcosd+ 72 
  

  

oO 

n 

— — У (n--1) aTePn (cos 8); r <p. (XXX.7) 
7 ==0 

Заметим ещё, что сходимость рядов (ХХХ.6) и (ХХХ.7) будет равно- 
мерной относительно переменного 6, если, соответственно, Ю — г > в, 
r—R>e unm p—r>e, при фиксированном R. 

Для того чтобы доказать это | Утеериленио рассмотрим ряд 

т 1-5 r+ 4 pete, (XXX.8) 

Все члены этого ряда по абсолютной величине равны соответствую- 
щим членам рядов 

  

со 

= у @7п, ПЕ И = У A,r. (XXX.9) 
—46 

Vat n=0 Vi—re 8—0 

Следовательно, члены ряда 

1 1 1 
—— = — =] г r2 ee Ss seit tet 

который можно получить почленным умножением ряда (ХХХ.8) на 
самого себя, по абсолютной величине булут не меньше соответ- 
ствующих членов ряда 

  

1 1 

Ут гс У yet уе 

получаемого почленным умножением рядов (ХХХ.9) друг на друга. ' 

    

  == УР, (cos 8), 
n=0 

97 Зак. 1956. С. Л. Соболев.
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Таким образом, мы получаем неравенство 

P,, (cas 9) < 1, . 

причём знак равенства может иметь место лишь при 0 ==0, т. е. 
при со$ @ —=1, как легко видеть из доказательства. Отсюда и выте- 
кает наше утверждение о равномерной сходимости. 

$ 3. Формула Лапласа. 

Пусть теперь 7”У„ (6, $) — некоторый гармонический  полином. 
Примепяя к нему Формулу Грина, получаем: 

  

У, = ГГ п. p"Y, (0,, )—> =. (p"Y, (0), фи) ) | as, 

p=t 
(XXX.10) 

где 
  

ry=V P—2rpcosy +, 
а 45, обозначает элемент NOBepxiocTH ccepbl B KOOpAMHATAX U,, 3 
r<(p eCrb paccrosHve mexuy trouxamu Mir, 0, 9) u M(p, 9), ¢,), 
а 1 есть угол между вектором, проведённым в точку Л, и векто- 
ром, проведённым в точку /М, из начала координат. 

Очевилно, 

rp COs {= 
—rsin§cos¢psin 0, cose, + rsin 0 sin 9p sin 6, sine, 4-7 cos bp cos 0,== 

== rp(cos 9 cos 9,-+ sin 9 sin 9, cos (oe — ¢,)). 

Подставляя в формулу (ХХХ.8) вместо —- И 
1 

al gt 
341i 
On — Op 

их выражения (ХХХ.6) и (ХХХ.7), будем иметь: 

rey (0, Ф) = aff Vn (9%, 01) [р (п -- 1) ¥ У. an <P, (cos y) +- 
p=1 no 

—f np ‘yy; 1" Pp, (cos y) Е. 0; 40, 49; = 
k= 

2 к 

1 | п. =t ff Yur 2) Qn) SYP, (cos 7) | sind, dU, do. 
v0 Е =0
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Очевидно, что функция Р,;(с0$1) при Л/3-и ортогональна к функ- 

ции У„(6, $), так как они будут гармониками разных порядков. 

Интегрируя ряд почленно, что возможно благодаря его сходимости 

в среднем, и замечая, что в нем пропадают все слагаемые, кроме 

одного, получим: 

- Жс 

ту, (6, 9) = et ant | J ny, (91, %,)P» (cosy) sin 4, d0, de,, 

т. е. 

25 т 

У, (0, $) = а J | У, (0,9, ) , (с0$11) 40, 4. (ХХХ.11) 
0 

  

Формула (ХХХ.11) позволяет сразу получать коэффициенты раз- 
ложения данной функции Р (6, $) по сферическим гармоникам. 

Пусть 

ГР (0, $) = У У, (8, 9). (ХХХ.12) 
nm=0 

Умножая обе части формулы (ХХХ.12) на Р,.(со${{) и интегрируя по 
сфере, получим: 

жк 

2-1 . | 
ГГ Р (61, 4) P;, (cos 7) sin 9, dO, dp, = Y;,(0, 9).  (XXX.13) 
00 

Формула (ХХХ.13) носит назвапие формулы Лапласа. 
Формула Лапласа даёт возможность явно написать решение за- 

дачи Дирихле в шаре в виде ряда по гармоническим полиномам. 
В самом деле, умножая каждую гармонику порядка А на гй и скла- 
дывая, мы можем получить гармоническую функцию, принимающую 
на границе шара заданные значения Е ($, $). Мы получаем решение 
в следующем виде: 

со 20 п 

1 
и (г, 8, Ф) == и У (2k + 1) rk {fF (91, 2,1) Ру (соз 1) эт $, 48, 44. 

k=0 0 0 

Заканчивая изложение теории сферических функций, приведём без 
доказательства ещё несколько формул, которые часто могут быть 

21*
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полезными; 
+f 

ПР Ра = т» (XXX.14) 
—1 

  

+1 
(712) о __ 2 (п + m)! 

fies (р) ар = 2n--1l(n—m)!’ 
—! 

+1 +1 

f Pale) Pn (Hd = 0, f PR (+) Рав =0, 
—1 —1 

ПИ. 

Формулы (ХХХ.12) позволяют непосредственно вычислить коэф- 
фициенты разложения функции в ряд по сферическим функциям 
Buna (XXIX.7). 

Отметим, наконец, асимптотическое представление для полиномов 
Лежандра при больших значениях и: 

P,, (cost) = У a | cos| (n-+5)0—F|-+e,}, 

re ¢, —> О при п -—> со равномерно относительно 9 npu e << 0 < п-—е. 
Мы заканчиваем на этом первоначальный курс уравнений матема- 

тической физики, посвящённый выяснению основных качественных 
свойств этих уравнений и классическим методам их решения. 

Современное состояние математической физики, конечно, далеко 
не исчерпывается этим. Так, вне рамок нашего курса остались ещё 
следующие важнейшие вопросы, которые могут составить содержание 
по крайней мере такой же книги: 

1. Задачи математической физики для неограниченных сред и при- 
менение интегрального преобразования Фурье. 

2. Специальные задачи для сред полуограниченных, диффракция 
ВОЛН И Т. п. 

3. Вариационные методы в математической физике. 
4. Приближённое решение задач математической физики методом 

конечных разностей. 

К числу этих важнейших вопросов следует отнести ещё теорию 
нелинейных уравнений. 

Рамки нашего курса не позволили нам остановиться на этих 
вопросах. Однако внимательный читатель, познакомившись в этих 
лекциях с основными идеями теории уравнений математической 
физики, сумеет, мы надеемся, самостоятельно проникнуть в совре- 
менные книги и журнальные статьи, посвящённые этим вопросам. 
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— — прямоугольной 3886 
— механических систем C конечным числом 

степеней свободы 330 
— прямоугольного параллелепипеда 381 
— струны 11, 13, 49 
— — с закреплёнными концами 29 
Компактное множество функций 346 
Координаты криволинейные, полярные, цилин- 

дрические 387, 392 
Корректно поставленная задача 32 
Корректность задачи Коши для волнового урав- 

нения 197 
— — — для уравнения теплопроводности 145 
— постановки краевых задач  математи- 

ческой физики 296 
Коши задача 30, 48, 67 
— — для волнового уравнения 190, 197 
— — уравнения теплопроводности 134 
Коэффициенты Фурье 359 
Краевые условия 30 
Кратные интегралы 75 
Криволинейные координаты, 

пласа 387 . 
Кусочно-гладкая поверхпость 9 

уравнение Ла- 

Лапласа оператор 16, 66 
— — на сфере 409 
— уравнение 16, 20, 147 
— — в криволипейных координатах 387 
— — в полярных и цилиндрических коорди- 

натах 392 
— — на плоскости 225, 232 
— формула 418 
„Лебега-Фубини теорема 122 
Лебегова мера открытого, 
жества 92 

„Лежандра полиномы 414 
/Линейно-независимая система функций 241 
„Линейные уравнения 2-го порядка 37 

замкнутого MHO=- 

АЛФАВИТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 

Лиувилля теорема 168 
Лиувилля-Штурма уравнение 374 
Логарифмический потенциал 201 
Лоренца преобразование 42 
Ляпунова лемма 287 
— поверхность 204 
— теорема 216 

Магнитный потенциал 153 
Максимума теорема 147 
Мембрана 13 
— круглая 395 
— прямоугольная 386 
Мера открытого, замкпутого мпожества 92 
Мерсера теорема 365: 
Метод, см. соответствующее название 
Минковского неравенство 308, 319 
Множеств пересечение 77 
— разность 78 
— сумма 76 
Множество точек замкнутое 77 
— — измеримое 104 
— — меры нуль 107 
— — нигде не плотное 79 
— — открытое 76 
— — пустое 77 
— — связное 76 
— функций компактное 346 
— — ограниченное в среднем 347 
— — равиостепенно непрерывное 346 

Нагрузка 339 
Нагруженное симметрическое ядро 339 . 
Наибольший, паименьший предел „последо» 
вательности 116 

Начальное возмущение 52 
Начальный импульс 52 
Начальные условия 28, 30 
Неймапа задача 31 
— — внешняя 220, 256 
— — внутренняя 220, 256 
— — для полуплоскости 228 
— — для полупространства 181. 
— —, применение теории Фредгольма 255 
— 20 сведение к интегральным уравнениям 

— функции 393 
Неограниченная струна 49, 50 
Неограниченные ядра специального вида 252 
Неоднородное интегральное уравиение с сим» 
метрическим ядром 315 

— уравнение колебаний струны 54 
Неопределённый интеграл 100 
Неравенство Бесселя 359 
— Буняковского 312, 319 
— Минковского 308, 319 
Неразрывности уравнения 16, 19 
Несжимаемой жидкости движение 25 
Нигде не плотное множество 79 
Нормальная производная двойного слоя 216 
Нормально-гиперболический тип 41 
Нормально-параболический тип 41 
Нормальные координаты 386 
Нормированные функции 325 
Ныотонов потенциал 152, 169 

Область 76 
Обобщённая функция Грина 277 
Обобщённые решения волнового уравнепия 307 
— — однородных уравнений 314 
— — уравнения теплопроводности 299 
Обоснование метода Фурье 365 
Обратная волна 51 
Объединение множеств 76 
Оператор вполне непрерывный 347 
— дифференциальный с одной независимой 
переменной 262 -



АЛФАВИТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 

Оператор интегральный 237 
-— Лапласа 16 
— — на сфере 409 
— самосопряжённый 65, 266 
— сопряжённый 64, 65, 265 
— союзный 243 
— усиленно вполне непрерывный 347 
Ортогональность функций 244 
Особая точка гармонической функции 160, 226 
Остроградского формула 9 
Открытые множества 76 
— —, интегралы по открытым множествам 81 
Относительности теория 42 

Параболический тип уравнения 41 
Параметр, интегралы, зависящие от пара- 

метра 126 
—, интегральные уравнения © параметром 235 
Первая краевая задача для гиперболических 
уравнений на плоскости 60 

Передачи тепла уравнение 20, 23; см. также 
теплопроводности уравнение 

Передний фронт волны 197 
Пересечение множеств 
Плоскость, уравнение Лапласа и Пуассона на 
плоскости 235 

Поведение гармонической 
особой точки 226' 

— потенциалов простого и двойного слоёв 
в бесконечности 218 

Поверхность Ляпунова 204 
1огонная плотность струны 12 
Цолиномы гармонические 400 
— Лежаидра 414 
Полная система функций 325 
Полное: разделение переменных 381 

уравнезии ‘Лапласа в полярных 
координатах 395 

Положительная, отрицательная часть функции 
98 

функции вблизи 

— —— в 

Положительно определённое ядро 362 
Полуплоскость, задачи Дирихле и Неймана 

для полуплоскости 227, 228 
Полупространство, задачи Дирихле и Неймана 

для полупространства 181 
Полярные координаты, уравпение 

в полярных координатах 395 
Поперечные силы 11 
Последовательность, сходящаяся в себе 117, 

12 
Последовательных приближений метод 235 
Постаповка задач математической физики 28, 

296 

Лапласа 

Потенциал двойного слоя 151, 205 
— — —, геометрический смысл 153 
— — —, поведение в бесконечности 213 
— запаздывающий 189, 194 
— логарифмический 227, 231 
— ныютонов (объёмный) 151, 169 
— простого слоя 151, 210 
— — —, Поведение в бесконечности 218 
— Робэна 256 
— силы тяжести 152 
Потенциальное движение несжимаемой жидко- 

сти 19, 25 
Поток тепла 22 
Почти везде (почти всюду) совпадающие функ- 

ции 107 
Почти регулярные ядра 348 
Правильная нормальная производная 215, 288, 

2 
Предельные точки 77 
реобразование Лоренца 42 
Приближение при помощи сферических функ- 

ций 404 
Пример Адамара 35 

423 

Продолжение решения 74 
Продольные колебания стержня 830 
Производная по параметру от несобственных 
интегралов 129 

Производящая функция полиномов Лежандра. 

Простого слоя потенциал 151, 210, 218 
Прямая волна 51 
Прямоугольная мембрана 386 
Прямоугольный параллелепипед 381 
Пуассона уравнение 147 
— — в неограниченной среде 168 
— — на плоскости 225 
— — формула 176, 230 
Пустое множество 77 

Равновесие мембраны 14, 15 
— струны 13 
Равномерная непрерывность 81 
Равномерно сходящиеся иптегралы 126 
Равностепенно абсолютно непрерывные инте- 

гралы Лебега 120 
— непрерывное множество функций 846 
Разность множеств 78 
Pair собственного значения 244 
Разделение переменных 323 ~ 
Разложение резольвенты 375 
Распространения звука уравнение 24, 27; см. 
также Волновое уравнение 

— тепла уравнение 
20, 30, 134, 296, 299, , 314, 323 

Расстояние точки до замкнутого множества 8 
Расходимость 10 
Резонанс 335 
Резольвента, её разложение 375 
Решение Даламбера 50 
— обобщённое, см. 
— фундаментальное, см. 
решение 

Римана метод 60, 67 
— формула 69 
— функция 69 
— — для сопряжённого уравнения 71 
Рисса-Фишера теорема 310, 320 
Робэна задача 259 
— потенциал 259 
Ряд билинейный для повторного ядра 864 
—, сходящийся в смысле Лебега 120 

Обобщённое решенно 
Фундаментальное 

Самосопряжённые операторы 65, 266 
— семейства функций 266 
Свободные колебания струны 49 
Связное множество 76 
Сила натяжения 11 
Симистрическое ядро с нагрузкой 339, 354, 874, 

Скалярное произведение 342 
Слоя двойного, простого потенциал, см. По- 
тенциал двойного, простого слоя 

Собственные значения интегрального уравнения, 
244, 343, 351 

— частоты 335 . 
Сопряжённое выражение (относительно оперз- 

тора Лапласа) 268 
Сопряжённые дифференциальные операторы 

64, 65, 265 
— семейства функций 263, 265 
Союзное интегральное уравнение 243 
Спектр собственных частот 335 
Среднее арифметическое 156, 158 
Струна 11 
Струна неограниченная 4° 

— с закреплёнными концами 52 
Сумма множеств 76 
Суммпруемые функции 93, 104
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Существование собственного зпачения 351 
Сферические волны 192 
Сферические гармоники 404 
— функции 400, 414 
— —, приближение при помощи сферических 
функций 404 . 

— —, дифференциальные уравнения для сфе- 
ручческих функций 408 

Сходимость в среднем с весом 345 
— — — суммируемых функций 112 
Схолящаяся в себе последовательность 117, 

20 

Телесный угол 153 
Теорема, см. соответствующее название 
Теория относительности 42 
Тепла поток 22 
Теплопроводности уравнение 20, 30 
— —, Задача Коши для уравнения теплопро- 

водности 134 
— —, корректность смешанной задачи 296 
— —, обобщённое решение 299, 314 
— —, решение смешанной задачи 323 
Тип уравнения 41 
Точки взаимные 164 

Уравнение, см. соответствующее название 
Усиленно вполие непрерыпный оператор 347 
Условия граничные (краевые), начальные 28, 

32 
Установившееся движение несжимасмой одно- 
родной жидкости 19 

Устойчивости теория 36 
Устойчивость по Ляпунову 36 

Фишера-Рисса теорема 310, 320 
Форма гиперболическая, параболическая, эл- 

липтическая 43 
Формула, см. соответствующее название 
Формы квадратичные 37 
«Фредгольма интегральные уравнения 223, 234 

АЛФАВИТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 

Фредгольма теоремы 244 и след. 
— теория, применение к задачам Дярихле 

и Неймана 255 
Фронт волны передний, задний 197 
`Фубини-Лебега теорема 122 
Фундаментальное решение уравнения Лапласа 

149, 225 
— — — теплопроводности 134, 144: 
Фундаментальные функции интегрального урав- 
нения с нагруженным симметрическим ядром. 

Функция, см. соответствующее название 
Фурье коэффициенты 359 
— метод 323, 365 

Характеристики 46, 47, 74 
— волнового уравнения 189 
Характеристические числа интегрального урав- 

нения 244 

Цилиндрические координаты, уравиение Ла» 
пласа в цилиндрических координатах 392 

Шар, задача Дирихле для шара 173 
Шмидта-Гильберта теорема 362 
Шлурма-Лиувилля уравнение 347 

Эйлер 13 
Эквивалентные функции 107 
Электрический потенциал 153 
Элемент телесного угла 155 
Эллиптико-параболический тип 41 
Эллиптический тип 41 

Ядро 234 
— вырожденное 240 
— неограниченное специального вида 25% 
— почти регулярное 348 

‚ — симметрическое 339, 354, 374, 376 
—специального вида 245
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